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Introduccion

Considérese una poblacién finita de genes que evoluciona por generaciones sin
traslapes (i.e. individuos de generaciones distintas no pueden coexistir), el tamano N de la
poblacién es el mismo en cada generacién, y en la que cada individuo en la generacién k + 1
elige aleatoriamente (con repeticién) a un individuo en la generacién k como su progenitor.
Es bien conocido que tal mecanismo de reproduccién induce una dindmica en las frecuencias
genéticas de la poblacién, conocida como deriva genética aleatoria, y que acarrea como
consecuencia que después de un cierto nimero de generaciones la poblacién esté constituida
por descendientes de un tinico ancestro. Si la poblacién estuviera constituida por alelos de
un mismo gene, en ausencia de mutaciones la deriva genética conducird la poblacién a un
estado en que todos los alelos (cédigos alternativos de un gene) son del mismo tipo, y una
vez que la poblacién alcanza tal estado de fijacién ésta permanece ahi. La rapidez con la
que se fija o pierde un alelo depende del tamano de la poblacién. Asi, la deriva genética
aleatoria tiende a desaparecer la variacién genética, mientras que las mutaciones restablecen
la variacién al introducir nuevos alelos en la poblacién.

La deriva genética aleatoria se define como la seleccién aleatoria de gametos en

el mecanismo de reproduccién de una poblacién finita. Vista hacia atrds en el tiempo,



la deriva genética es equivalente a la coalescencia de linajes y se puede modelar como un
proceso markoviano de muerte puro (ver seccién 1.2), el cual fue introducido por Kingman
(1982) y ha sido investigado por Tajima (1983), Griffiths y Tavaré (1994), entre otros.

FEl coalescente de J.F. Kingman es un modelo sofisticado que ha sido de mucha
utilidad para investigar la interaccién de dos de las principales fuerzas genéticas que de-
terminan la evolucién de muchas poblaciones genéticas: la mutacién y la deriva genética
aleatoria. Dado que los tiempos de coalescencia son dificiles de obtener en la mayoria de los
casos, se infieren usando la informacién de las mutaciones (cambios en la secuencia de ADN)
a través de las generaciones. Una deficiencia de éste y de otros modelos es que no toma en
cuenta las otras dos fuerzas genéticas importantes en poblaciones genéticas: recombinacién
y seleccién natural. En dichos modelos se considera la seleccién como neutral, es decir, se
supone que todos los tipos de alelos impactan de igual forma la capacidad de reproduccién
o supervivencia. Similarmente se supone que las variaciones de frecuencias de alelos no son
afectados por eventos de recombinacién. Ejemplos cldsicos de tales modelos son el modelo
de Wright-Fisher y el de Wright-Fisher-Moran. Por otro lado, una justificacién para ignorar
las fuerzas de seleccién natural y de recombinaciéon en muchos modelos genéticos es que se
ve més claramente la interaccién entre la deriva y las mutaciones.

El modelo de Wright-Fisher es una cadena de Markov con tiempo discreto y es-
pacio de estados {0,1,...,2N}, el cual puede corresponder a una poblacién diploide (cada
individuo tiene una copia de su material genético) de tamano N, o bien a una poblacién
haploide de tamano 2N, y donde un estado representa el niimero de alelos de un tipo es-

pecifico. Por sencillez generalmente se supone hay sélo dos tipos de alelos en la poblacién.



El modelo de Wright-Fisher-Moran es la versién con tiempo continuo de Wright-Fisher (ver
secciones 1.1.2, 1.1.3 y 3.1.1).

Esta tesis trata de un modelo de Wright-Fisher-Moran donde el tamano de la
poblacién al tiempo ¢ > 0 estd dado por una funcién 2N (t) que depende deterministicamente
del tiempo, es decir, se supone que el tamano de la poblacién varia con el tiempo en forma
no aleatoria. La poblacién estd constituida por alelos de un microsatélite, e interesa modelar
el comportamiento de las longitudes del microsatélite. Los microsatélites son patrones de
repeticién de secuencia de nucledtidos cuya longitud (nimero de repeticiones) es inestable,
i.e., puede variar de una generacién a otra debido, en gran medida, a las mutaciones. La
longitud de un microsatélite se refiere al nimero de repeticiones de la porcién de cédigo
genético que se presentan con alto grado de variabilidad y ocurren con alta frecuencia
en el ADN. Una de las razones por las que se elige el estudio del proceso de mutaciones
en microsatélites es que precisamente en esas regiones de ADN no existe seleccién y la
recombinacién es negligible, lo cual permite emplear modelos menos complejos.

Durret et al. (1999) idearon uno de los primeros modelos para comprender el
proceso de mutaciones en microsatélites. Dicho modelo fue concebido en un intento por
explicar el hecho experimentalemente establecido de que la longitud X de un microsatélite
generalmente no crece indeterminadamente, sino que permanece acotado. Un aspecto im-
portante en dicho modelo es el mecanismo que gobierna el comportamiento del proceso de
longitudes en el estado X = 1, donde se asume que después de alcanzar este estado el pro-
ceso permanece ahf por un tiempo distribuido exponencialmente y entonces salta a X = 2.

Este mecanismo no es justificable porque se conoce muy poco acerca de cémo se crean



las secuencias repetidas de ADN. Bobrowski y Kimmel (1999) en un modelo modificado,
proponen el estado X = 1 como un estado absorbente, lo cual implica que no existe una
distribucién estacionaria para el proceso por lo que es necesario condicionar el proceso a
los estados donde no se da la absorcién, y de esta manera conocer el estado del proceso
hasta un tiempo ¢, antes de la absorcién. Esta distribucién condicionada en no absorcién
se conoce como distribucién cuasiestacionaria (ver capitulo 2).

Los modelos de Durret et al. (1999) y de Bobrowski y Kimmel (1999) no toman
en cuenta la deriva genética. M4s tarde, Bobrowski (2004) retoma el modelo de Bobrowski
y Kimmel (1999) pero tomando en cuenta la deriva genética, e investiga la distribucién
cuasiestacionaria bajo diferentes comportamientos del tamano de la poblacién 2N (¢). Uno
de los pioneros en el estudio de modelos con tamano de poblacién variable es Beaumont
(1999), quien procede a demostrar céomo diferencias en inferencias estadisticas dependen
de cudl modelo demogréfico es usado, en particular usa tamaino de poblacién creciendo de
manera exponencial, lineal y tamafio de poblacién en declive.

El objetivo principal de este trabajo es hacer una descripcién del modelo del pro-
ceso de mutaciones en microsatélites presentado por Bobrowski (2004) y del impacto del
tamano de poblacién variable en la forma de la distribucién cuasiestacionaria (ver sec-
cién 2.1) del proceso bivariado (X1 (t), X2(t)) t > 0, donde {X;(t),t > 0} y {Xa(t),t > 0}
son cadenas de Markov que modelan el proceso de mutaciones en dos alelos seleccionados
aleatoriamente de una poblacién haploide de tamafnio 2N (t), donde ¢ es el tiempo presente
y X;(t) toma valores en S = {0,1,...}, i = 1,2. Aqui los estados = € S representan longitud

de microsatélites. También se identificard la funcién de velocidad de escape de masa al



margen de la distribucién de (X;(t), X2(t)), condicionado a no absorcién en (0,0) y en el
margen M = {(i,7) | i =0 o0 j = 0}. En este modelo de mutaciones en microsatélites, estos
dos tipos de absorcién corresponden a la extinciéon de ambos microsatélites y de uno del
par, respectivamente. La evolucién de esos estados estd modelada por un par de cadenas
de Markov de tiempo continuo bajo el modelo de Wright-Fisher-Moran con mutaciones y
deriva. Se considera un modelo donde las mutaciones siguen una cadena de Markov con
estado absorbente en 0 (se escogi6 0 en lugar de 1 porque facilita el empleo de funciones
generadoras de probabilidad) y tal que al tiempo ¢ > 0 la masa de probabilidad fuera de 0
es O(e™ ") para algtin v > 0.

Se hace una constante comparacién de la forma de la distribucién cuasiestacionaria,
del modelo sin deriva genética y del modelo con deriva genética. El modelo sin deriva
genética se refiere al modelo donde las dos cadenas evolucionan de acuerdo a cierto semi-
grupo donde sélo interviene el mecanismo de mutacién; por otro lado, el modelo con deriva
genética se refiere al modelo donde se toma en cuenta tanto el mecanismo de mutacién como
la deriva genética a través del coalescente de Kingman (1982).

Este trabajo se basa, primordialmente, en los articulos de Bobrowski (2004) y de
Bobrowski et al. (2001), quienes como se mencioné anteriormente, proponen como estado
absorbente una longitud de microsatélite igual a 1. Bobrowski et al. (2001) presentan el
comportamiento asintético de ciertas estadisticas del modelo coalescente de Wright-Fisher-
Moran tales como tamano de poblacién y mutacién, entre otras, introduciendo una de-
scripcién matemadtica del modelo con teorfa de semigrupos y tomando en cuenta la deriva

genética aleatoria a través del colescente de Kingman (1982), Bobrowski (2004) retoma lo



escrito por Bobrowski et al. (2001) y obtiene la forma de la distribucién cuasiestacionaria
del proceso bivariado correspondiente a la evolucién de dos microsatélites.

La principal aportacién de la autora de esta tesis es la simulacién de las frecuencias
de dos alelos bajo deriva genética aleatoria que pone de relieve el comportamiento asintético
de la frecuencia de microsatélites y que ayudan a comprender algunos de los resultados
presentados por Bobrowski (2004) y Bobrowski et al. (2001). Se presentan simulaciones del
modelo de Wright-Fisher-Moran, con diferente comportamiento del tamano de la poblacién:
cuando 2N (t) tiende a cero, cuando 2N () crece répidamente a infinito, cuando 2N (t) crece
lentamente a infinito y cuando 2N(¢) es asintéticamente constante (ver capitulo 3), que
ayudan a comprender algunos de los resultados presentados en este trabajo, principalmente
los relacionados con los efectos de la deriva genética en poblaciones que crecen a infinito
cuando t — oo.

Es importante mencionar que aunque en este trabajo no se presentan resultados de
la autora, el proceso de recoleccién, organizacién, andlisis e interpretacién de informacién
sobre el tema en cuestion fue bastante arduo. Una de las principales complicaciones fue lo
referente a la adquisicién de material bibliogréfico, sin embargo, la parte més complicada
fue respecto a las interpretaciones genéticas a lo largo de todo el escrito, y el desarrollo
matemético presentado en el capitulo 3. Las interpretaciones genéticas que se hacen son
un tanto subjetivas pues se sabe poco acerca del origen y evolucién de los microsatélites;
la interpretacién genética de las simulaciones y el uso de éstas para la interpretacién de
algunos resultados son, esencialmente, de la autora de este trabajo.

Un hecho notable es que se requirié de matemadtica avanzada como teoria de



semigrupos, producto tensorial y procesos estocdsticos bivariados. Se requirié, ademsds,
de conocimientos bésicos de programacién en S-Plus para la programacién y ejecucién de
las simulaciones, lo complicado fue integrar los conocimientos de genética y de probabilidad
para la elaboracién de las mismas.

Otra de las aportaciones en este trabajo fue el desarrollo explicito de demostra-
ciones de teoremas, proposiciones y lemas presentados por algunos de los autores de los
articulos mencionados en la bibliograffa, principalmente por Bobrowski (2004) y Bobrowski
et al. (2001), que también fue un proceso arduo y continuo.

En el Capitulo 1 se hace una breve descripcién de conceptos bédsicos de genética de
poblaciones y de los modelos de Wright-Fisher y de Moran. También se introducen nociones
generales de la teorfa de coalescencia.

En el Capitulo 2 se introducen los elementos que conforman un modelo del proceso
de mutaciones en microsatélites, asimismo, se introducen las nociones de distribucién cuasi-
estacionaria y de distribucién limite condicional (Pakes, 1995, Anderson, 1991). También se
presentan algunos resultados acerca de la forma que toma la distribucién cuasiestacionaria
del proceso simple {X(¢),t > 0} y del proceso bivariado (Xi(¢), X2(t)) en el modelo sin
deriva genética aleatoria.

En el Capitulo 3 se da una formulacién del coalescente para el modelo de Wright-
Fisher-Moran para la obtencién del tiempo en que los dos microsatélites eran idénticos,
i.e. estaban en el mismo estado, donde se toma en cuenta el proceso de mutaciones y la
deriva genética aleatoria. Ademds se da la forma de la distribucién conjunta del proceso

(X1(t), X2(t)) bajo mutacién y deriva genética en términos de semigrupos de transicion.
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También se desarrollan demostraciones sobre teoremas limite para la distribucién conjunta
de los tiempos 7, o, donde o es la cantidad de tiempo en que los dos microsatélites per-
manecen idénticos y 7 es la cantidad de tiempo durante el cual los dos microsatélites evolu-
cionan independientemente. Se presentan ademds, en la Seccién 3.2, simulaciones de la
evolucién de dos alelos en una poblacién con diferente comportamiento asintético de N(t).

En el Capitulo 4 se analiza la interaccién de dos fuerzas genéticas: la mutacion y
la deriva genética aleatoria, por medio de la distribucién cuasiestacionaria condicionada a
no absorcién y de la forma de la funcién de velocidad de escape, bajo diferentes escenarios
de comportamiento asintético del tamano efectivo de la poblacién 2N (-).

Por iltimo, en el Capitulo 5 se presentan algunas conclusiones relativas a distribu-
ciones cuasiestacionarias del proceso bivariado segiin el comportamiento limite del tamano

de la poblacion, asi como algunas discusiones relativas al modelo.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Nociones de Genética Poblacional

La genética de poblaciones es una ciencia que ha proliferado a raiz de la teoria
Darwiniana de evolucién y del sistema hereditario Mendeliano. La idea que tenfa Darwin
del mecanismo hereditario era solamente la vaga idea de que “los hijos tienden a parecerse
a sus padres " y en ausencia de este conocimiento fue que desarrollé la teoria de evolucion.
Por otro lado, Mendel presenta una teorfa de cémo se hereda el material genético de padres
a hijos, describiéndolo como un proceso meramente aleatorio (Ewens, 2006).

El tema central en la teorfa de genética de poblaciones es el estudio de los cambios
en la genética de una poblacién a través del tiempo como resultado de diversos factores,
entre ellos la deriva genética aleatoria y las mutaciones. Sin embargo, la genética poblacional
se enfoca en los cambios aleatorios en la genética de una poblacién (Ewens, 2006, Hartl y
Clark, 1997), debidos esencialmente a efectos de muestreo aleatorio en la transmisién de

material genético de una generacién a otra. El proceso aleatorio de transmitir uno de dos
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genes de padres a hijos y los eventos aleatorios durante la vida, aseguran que dos individuos
en condiciones iguales no necesariamente tienen la misma descendencia, por lo que el aspecto
aleatorio o estocdstico es componente importante en la teoria de genética poblacional, que
es donde se ubica el material presentado en este trabajo.

Algunos términos genéticos estdndares en la genética poblacional serdan usados en
esta tesis, asumiendo que el lector tiene nociones de algunos de los conceptos bédsicos tales
como ADN y su composicién, gene, teoria de Mendel y de Darwin. En la siguiente seccién se
presentan algunos conceptos de términos més frecuentes que incluye gene, alelo, frecuencia
y probabilidad de alelos, locus, haploide, diploide, genotipo, genoma, microsatélite, recom-
binacién, selecciéon natural, entre otros, que aunque no profundizamos en el campo de la
genética molecular o a nivel biolégico, es importante tener una idea de lo que implican en

la vida de un individuo.

1.1.1 Conceptos basicos

Antes de discutir la modelacién de la evolucién de secuencias de ADN, es necesario
un conocimiento bédsico de lo que serd modelado. Desde la perspectiva de la Genética
poblacional (Hartl y Clark, 1997), un conjunto de individuos que comparten caracteristicas
similares, puede ser estudiado como una unidad. El punto de vista con que se abordan los
conceptos de genética es en relacién a la aleatoriedad del proceso de transmisiéon de genes
de una generacién a otra, es decir, no estamos interesados en profundizar sobre cuestiones
de genética a nivel molecular, que aunque serfa muy interesante y enriquecedor, no es el
tema central del trabajo que se presenta.

El genoma de un organismo viviente (Brown, 2002) es la informacién biolégica
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necesaria para construir y mantener vivo a un especimen de dicho organismo. Los genomas
de la mayoria de los organismos vivientes son portados por moléculas de acido desoxirri-
bonucleico (ADN). E1 ADN consiste de dos cadenas complementarias que forman una doble
hélice. Cada cadena es una secuencia lineal de cuatro nucleétidos llamados monémeros: (A)
adenina, (G) guanina, (C) citosina y (T) timina.

El genoma humano se divide en genoma nuclear y mitocondrial (Brown, 2002) y
es prototipo de los genomas de organismos superiores. En humanos, el genoma nuclear
consta de aproximadamente 3200 millones de nucleétidos de ADN; el genoma mitocondrial
estd compuesto por moléculas circulares de ADN de 16 569 nucledtidos. Estas cifras nos
dan una idea de la magnitud de la secuencia de nucleétidos que existen en el ADN y de la
importancia que toma el proceso aleatorio en la transmisién de genes de una generacion a
otra.

Los términos cromosoma, genes y alelos (Durret, 2002) tienden a confundirse e
incluso se utilizan de manera indistinta por lo que es conveniente dar el concepto de cada
uno de ellos y explicar en qué sentido se utilizardn en esta tesis. Los genes son regiones
de cédigo en las moléculas de ADN que en su mayoria codifican cadenas de aminoédcidos
que forman proteinas ubicados en un locus (sitio de la cadena de ADN); el cddigo es la
secuencia de nucleétidos en la region de ADN que ocupan los genes, por ejemplo, la secuencia
ATCGACGTACGAAT... es parte de la secuencia de un gene que se diferencia de otro gene
por la posicién que ocupa en la cadena y los alelos son cédigos alternativos que puede tener
un gene o una coleccién de genes, por ejemplo, para un locus determinado se tiene el

gene que determina el color de ojos de un individuo y todos los individuos de la misma
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especie tienen ese gene, sin embargo existe variacién respecto al color de ojos debido a
que hay cédigos alternativos en el locus, i.e. la secuencia de nucleétidos puede variar por
diferentes causas. La palabra cromosoma viene del griego chroma, color y soma, cuerpo o
elemento y es el material microscépico constituido del ADN y de proteinas especiales que
se encuentran en el nicleo celular conocido (previo a la mitosis) como cromatina la cual se
condensa durante el proceso de divisién y los cromosomas se hacen visibles como entidades
independientes. Los cromosomas estdn compuestos por genes, en los seres humanos existen
23 pares de cromosomas, cada uno de ellos contiene miles de genes, en total 35 000 genes
(consultar mds detalles en http://es.wikipedia.org) a menudo se utiliza alelo o cromosoma
indistintamente. (Para més referencias consulte Brown, 2002).

Una célula o un nicleo es diploide si contiene dos copias de cada cromosoma, y es
haploide si contiene sélo una copia de cada cromosoma. Los cromosomas que determinan
el sexo en diploides son una excepcién de la regla de dos copias; en humanos, las mujeres
tienen dos X cromosomas y los hombres uno X y uno Y.

Cuando los organismos haploides se reproducen, hay un padre que hereda copias
de su material genético a sus descendientes. Cuando los diploides se reproducen, existen dos
padres, cada uno de los cuales contribuye con uno de sus pares de cromosomas. De hecho,
la contribucién de uno de los padres puede ser una combinacién de sus dos cromosomas: de-
bido a que los pares homdlogos sufren recombinacion, un intercambio reciproco de material
genético entre ellos puede ser diagramado como sigue (Durret, 2002), donde las secuencias

de la primera columna corresponden a los alelos del padre y de la madre respectivamente,
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mientras que los alelos de la segunda columna corresponden a dos posibles alelos de un hijo

aaaaaaaaaaaaaad aaaaavvvvvvVVVVY

VVVVVVVVVVVVVVY VVVVVAAGAAAAAAA.
La recombinacién es un fenémeno genético de gran importancia para la evolucién porque
acelera la tasa de formacién de combinaciones de genes benéficos (para més referencias, ver
Hartl y Clark, 1997). En el modelo que se analiza no se tomars en cuenta la recombinacién
pués el andlisis matemdtico se complica. Sélo se tomardn en cuenta la deriva genética
aleatoria y las mutaciones (se explican abajo).

Las diferencias entre genomas de individuos de una poblacién de la misma especie
se manifiestan, fundamentalmente, de dos maneras (Hartl y Clark, 1997, Brown, 2002,

Gillespie, 1998):

e Polimorfismos de nucledtidos originados generalmente por mutaciones. Los polimor-
fismos son posiciones en el genoma donde algunos individuos pueden tener cierto
nucleétido, por ejemplo: (A) adenina y otros tienen un nucleétido distinto, como (G).
La mutacién incluye un cambio en la secuencia de nucledtidos en un gene asf como la
formacién de un rearreglo de cromosomas, tal como una inversién o una translocacién
(sustitucién de nucledtidos, eliminacién o insercién). En el genoma humano se han

identificado, aproximadamente, 1.4 millones de polimorfismos de nucleétidos.

e Microsatélites (Sibly, et al., 2001), que son series de repeticiones del cédigo genético
de longitud variable entre individuos; por ejemplo: ACGTAGTCTCTCTCAGTC,

donde la longitud del microsatélite es cuatro, i.e. TC se repite cuatro veces.
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La frecuencia de un tipo de alelo en una poblacién dada es la proporcion de alelos en
dicha poblacién que son del tipo especificado (Gillespie, 1998). Si en una poblacién diploide
de tamano N hay dos alelos: A y a (respecto a un lugar en una porcién de c6digo genético)
entonces hay 3 genotipos (composicién del genoma de un individuo) posibles referente al
sitio en cuestion: AA, Aa y aa. Sean x11,T12 ¥ T29 las frecuencias de los tres genotipos,
respectivamente. Entonces x11+x12+ 222 = 1, de modo que la frecuencia del alelo A en una
poblacién diploide de tamano N es p = x11 + %3:12, mientras que ¢ = 1 — p es la frecuencia

del alelo a. Se puede interpretar a p de dos formas:

e p es la proporciéon de A—alelos en la poblacién

e p es la probabilidad de que un alelo elegido aleatoriamente de la poblacién sea del

tipo A.

Las principales fuerzas genéticas que influyen en la evolucién de las especies son la
mutaciones, la recombinacién, la deriva genética aleatoria y la seleccién natural. Las tres
primeras ya se introdujeron anteriormente. El concepto de seleccion natural tiene diferentes

formulaciones:

e En todas las especies, se reproducen mas descendientes que pueden posiblemente

sobrevivir y reproducirse.

e Los organismos difieren en su habilidad para sobrevivir y reproducirse, en parte debido

a las diferencias entre genotipos.

e En cada generacién, los genotipos que promueven la sobrevivencia en el ambiente



17

actual estdn presentes en exceso en la edad reproductiva, por lo que se heredan de-

sproporcionalmente a los descendientes en la siguiente generacién.

1.1.2 Modelo de Wright-Fisher

En este modelo se considera un locus genético con dos alelos A y a que tienen la
misma capacidad de reproduccién (fitness) en una poblacién diploide de tamano constante
N que evoluciona por generaciones que no se traslapan, bajo cruzamiento aleatorio. Para
comprender mejor estos términos se da una explicacién general (Durret, 2002).

Locus genético es el lugar, en el genoma de un organismo, ocupado por una porcién
de cédigo. Un ejemplo comin es el lugar ocupado por una secuencia de nucledtidos que
forman un gene. Los dos alelos A y a son sélo diferentes versiones de la informacion genética
codificada en el locus.

Como ya se menciond, el fitness de un individuo es una medida de la habilidad
individual para sobrevivir y reproducirse. Aqui se considera el caso de evolucidn neutral en
el cual las mutaciones cambian la secuencia del ADN pero no alteran el fitness.

Los individuos diploides poseen dos copias de su material genético en cada célula
somatica (de los 23 cromosomas en humanos, 1 es sexual y 22 sométicas). En general, se
tratardn IV individuos diploides como si fueran 2/N copias del locus.

La condicién de que las generaciones no se traslapen significa que un individuo
en la generaciéon n no estard presente en la siguiente generacién, es decir, en la generacién
n+ 1.

En el modelo de Wright-Fisher cada generacién contiene un nimero fijo, N, de

individuos diploides, aunque en la mayorfa de las aplicaciones genéticas estos son los gametos
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exitosos en el proceso de reproduccién.

En la generacién n, 2N gametos son muestreados de forma aleatoria de los padres,
de los cuales i gametos portan el alelo A y 2N —i gametos portan el alelo a. Para construir la
generacion n+1 se escoge aleatoriamente 2N veces con reemplazo. Este proceso aleatorio en
la seleccién de gametos se conoce como deriva genética aleatoria y trae como consecuencias
cambios en la frecuencia de alelos y disminucién de la diversidad de alelos en la poblacién.
Si X,, denota el nimero de gametos del tipo A en la generacién n, entonces, en ausencia de

seleccién y mutacion, el nimero de A’s al tiempo n + 1 es dado por la distribucién binomial
‘ . 2N\ _;
Pia =11 X, =i) = (%) )il =™ (L)

donde p; = ﬁ es la probabilidad de seleccionar un alelo A.

Se obtiene asi una cadena de Markov (X,,) con espacio de estados {0,1,...,2N},
que es conocida como el modelo de Wright-Fisher. En el limite cuando n — oo eventual-
mente el nimero de A’s en la poblacién serd 0, indicando la pérdida del alelo A, o 2N,
indicando la pérdida de a. Una vez que un alelo se pierde de la poblacién nunca regresa.

Asi, los estados 0 y 2N son estados absorbentes para la cadena de Markov (X,,). Sea
7=min{n: X, =0 o X, =2N}

el tiempo de fijacién, es decir, el tiempo en el cual aparece la primera generacién en la que
la poblacién consiste sélo de un tipo de alelo: A o a. Como el nimero de individuos es
finito, la fijacién ocurrird eventualmente. Debido a que la media de la ley binomial en (1.1)

es 2Np;, se sigue que

E(Xps1 | Xp = i) = 2N - <—> —i= X, (1.2)
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o sea que (X,,) es una martingala. Esto tiene como consecuencia que:

P.(X, = 2N) = ﬁ (1.3)

De hecho, si denotamos por P; a la distribucién de probabilidad del proceso X,, empezando

de Xog = i, y por E; al valor esperado con respecto a F;, entonces de la propiedad de

martingala y del hecho que 7 es tiempo de paro, resulta

EX, =E;Xo=1i. (1.4)

Como X es 0 0 2N, tenemos ¢ = E; X, = 2NP;(X,; = 2N), de donde se sigue (1.3).

El modelo de Wright-Fisher es un ejemplo de una cadena de Markov de tiempo
discreto, en el cual es dificil calcular en forma cerrada cantidades de interés biolégico tales
como el tiempo esperado de fijacion. Para poblaciones grandes es posible hacer aproxima-
ciones por un proceso de difusién, de donde se demuestra que el tiempo esperado de fijacién
de un alelo en la poblacién es 2N generaciones. (Para mas detalles, ver Capitulo 7 de Hartl
y Clark, 1997 o Karlin y Taylor, 1989).

El modelo de Wright-Fisher considera generaciones que no se traslapan, sin em-
bargo, en muchas especies, e.g., humanos, las generaciones no estdn sincronizadas y es
conveniente usar el modelo de Moran (para una introduccién consultar Durret, 2002). Una

descripcién completa del modelo de Wright-Fisher-Moran se presenta en el Capitulo 3.

1.2 Nociones del Coalescente

Una forma de modelar y analizar los efectos conjuntos de la deriva genética y de

las mutaciones es a través del proceso coalescente (Norborg, 2003). Este proceso modela la
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historia ancestral de una n—muestra de secuencias tomadas en el presente. Posibles eventos
que ocurrieron en el pasado son coalescencias dejando ancestros comunes en el pasado, y
mutaciones a lo largo de las ramas del drbol ancestral. El proceso coalescente es un proceso
de Markov puro de muerte (Kingman, 1982a, 1982b , Griffiths y Tavaré, 1994a, 1994b y

Bertoin, 2005).

1.2.1 El coalescente para un tamano de poblacién constante

Supondremos que la poblacién evoluciona de acuerdo con el modelo de Wright-
Fisher y que las mutaciones en el locus son selectivamente neutrales, i.e. las mutaciones no
afectan la capacidad de reproduccién del alelo (ver arriba, Seccién. 1.1.2), que el tamafio
de la poblacién es constante en el tiempo y que no existe recombinacién dentro del locus.

Para superimponer mutaciones, es necesario saber cudl linaje coalesce con cudl
y cudndo. En otras palabras, se requiere conocer las longitudes de las ramas del drbol
ancestral (los tiempos de coalescencia) y los tiempos entre eventos colaescentes. Esto es
facil de modelar debido a la neutralidad, i.e., las mutaciones cambian la secuencia del ADN
pero no alteran el fitness (habilidad individual de reproduccién), por tanto, todos los linajes
tienen la misma probabilidad de coalescer. Es conveniente representar la topologia del drbol
ancestral como una secuencia de clases equivalentes de coalescencia: dos miembros de la
muestra original son equivalentes en un cierto punto en el tiempo si tienen un ancestro
comun en ese tiempo (Balding, et al., 1997), como se muestra en la Figura 1.1.

Rastreando dos linajes en el pasado, hemos visto que bajo el modelo de Wright-
Fisher los hijos elijen a sus padres aleatoriamente de la generacién previa, de forma inde-

pendiente. Entonces, la probabilidad de que dos linajes vengan del mismo padre y coalescan
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tiempo

rQ®)

T(3)

Figura 1.1:

en la generacién anterior es %, y la probabilidad de que ellos vengan de distintos padres
y permanezcan distintos es (1 — %) Como las generaciones son independientes, la pro-
babilidad de que dichos linajes permanezcan distintos més de ¢ generaciones en el pasado
es (1 — %)t, asi, el tiempo esperado de coalescencia es N generaciones (Bertoin, 2005).
Reescalando el tiempo, de modo que en la nueva escala una unidad de tiempo corresponda
a N generaciones, se ve que la probabilidad de que dos linajes permanezcan distintos por

mds de 7 unidades de tiempo escalado es

[NT]
(3)"

cuando N tiende a oo (donde [z] es el mayor entero menor o igual que = ). Entonces, en
el limite, el tiempo de coalescencia para un par de linajes es exponencialmente distribuido

con media 1. La probabilidad de que un gameto se "extinga" de una generacién a otra es

1 [NT]
(1 — ﬁ) ~e !~ 0.367879...

Considerando k linajes, la probabilidad de que ninguno de ellos coalesca en la
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generacion previa es

k=1 N — k=l i (5) 1
=5 1&(“N>—1‘WO<W)’

y la probabilidad de que méas de dos coalescan es O (

ﬁ) . Sea T'(k) el tiempo escalado en
que se observa la primera coalescencia, dado que hay k linajes. Por el argumento de arriba,
T'(k) es, en el limite, una variable aleatoria exponencialmente distribuida con media [k(k—2—1)]
(Bertoin, 2005).

Bajo la aproximacion del coalescente, el nimero de linajes distintos en la ancestria
de una muestra de tamarno finito n decrece en saltos de tamafio 1 al tomar el tiempo en
reversa, y T'(k) es la cantidad de tiempo que al coalescente le toma para pasar de k a k — 1
linajes (ver Figura 1.1).

En resumen, el coalescente modela la genealogfa de una muestra de n individuos
haploides como un arbol bifurcado aleatoriamente, donde los n — 1 tiempos de coalescencia
T(n), T(n—1),..., T(2) son variables aleatorias mutuamente independientes y distribuidas
exponencialmente. Cada par de linajes coalescen independientemente con tasa 1, asi, la
tasa total de coalescencia cuando existen k linajes es (’5) Una manera concisa de describir

el coalescente es como un proceso de Markov de tiempo continuo con espacio de estados €,

consistente de todas las relaciones de equivalencia en {1,...,n}, y de generador infinitesimal

Q= (q@?)é,n@n definido por

_k(k_l)/27 si§=mn

Qen = 1, s1€<n

0, otro caso,

donde k :=| £ | es el nimero de clases de equivalencia en &, y £ < n si i se obtiene de & por
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la coalescencia de dos clases equivalentes de &.

1.2.2 El coalescente en un ambiente de variaciéon

Imaginese una poblacién haploide evolucionando de acuerdo con el modelo de
Wright- Fisher pero con tamafo de poblacién variable y deterministico, i.e., a partir de un
tiempo tp, tal que ¢ > tg > 0, se conoce el tamano de la poblacién, el cual varfa con el
tiempo. Piénsese en el tiempo en direccién reversa a partir del instante actual, el cual se
considerard como generacién 0. Supéngase que existen My = N individuos ahora, M en la
generacién 1, Ms en la generacién 2, y asf sucesivamente. El mecanismo de reproduccién
tiene la siguiente dindmica: cada uno de los M, individuos en la generacién r escoge a sus
padres uniformemente de manera aleatoria de los M, individuos en la generacién r + 1,
independientemente de lo que se escogié en las generaciones 0, 1, ..., 7—1. Se define la funcién
del tamano relativo vy por

M, ¢ t41
— << =
v = § TSy

x>0, yt=0,1,..
Obsérvese que vy(z) es el tamafio de la poblacién hace x unidades de tiempo reescalado
(i.e., donde una unidad de tiempo equivale a N generaciones) relativa al tamano de ésta en

la generacién 0 (Griffiths y Tavaré, 1994a, 1994b). Para comprender el comportamiento del

coalescente es de interés el caso en que cada generacién es grande y se verifica que

li_r}noo vn(z) = v(z)

existe y es estrictamente positivo para toda z > 0. A manera de ejemplo, si M, = (1—s)" My,
donde 0 < s < 1, se tiene un decrecimiento geométrico del tamano de la poblacién visto

hacia atrds en el pasado. Si s = % y el tiempo es medido en unidades de N generaciones,



24

entonces, la probabilidad de que dos linajes pemanezcan distintos por més de x unidades

de tiempo escalado estd dado por

[Na]
lim vy(z) = lim <1 — —) =e P =y(x), x>0.

N—oo N—oo

Cuando el tamano de la poblacién es aproximadamente constante, v(z) = 1 para toda x.

Esto se sigue de que v(x) es una funcién del tamano relativo de la poblacién, i.e.,

donde M, es el tamaifio de la poblacién en x unidades de tiempo y My es el tamano inicial
de la poblacién. En particular, si el tamano de la poblacién es constante, entonces v(x) = 1.
Es conveniente definir la funcién de intensidad A del tamanio de la poblacién (para

asi tomar en cuenta las fluctuaciones en el tamano de la poblacién) por

Al) _/Ox%, x> 0. (1.5)

La densidad A de A estd dada por
AMz)=——, x>0, (1.6)

que se puede pensar como el tamafio de la poblacién hace Nx generaciones relativo al
tamafo actual.

La estructura del coalescente con tamano de poblacién variable, dependiente del
tiempo, puede ser descrito como sigue (Griffiths y Tavaré, 1994a). Considérese una muestra
de n individuos tomados al tiempo presente t = 0, y sea {A,(t), ¢ > 0} un proceso estocds-
tico donde A, (t) es el nimero de distintos ancestros de la muestra al tiempo ¢t. A,(-) es

un proceso de Markov de muerte no homogéneo que empieza en A, (0) = n y evoluciona en



25

saltos de tamanio —1 hasta alcanzar el valor 1, tiempo en el cual la muestra tiene un ancestro
comun. Las probabilidades de transicién del proceso { A, (t), ¢ > 0} estdn determinadas por
(OAOh+o(h), sij=i-—1

P(An(t+h) =7 Au(t) =) =4 1 - (DAO)h+o(h), sij=i

0, en otro caso,

donde A(t) estd dada por (1.6). Las distribuciones marginales de {Ay(t), ¢ > 0} pueden

obtenerse mediante un cambio de tiempo deterministico del proceso A,(-) :

An(t) = Ay(A1),  t>0. (1.7)

A, (t) cuenta el nimero de distintos ancestros en la muestra al tiempo ¢ y A,(A(t)) es
sé6lo un cambio de tiempo deterministico del modelo de tamano de poblacién constante, es
decir, toma en cuenta el tiempo escalado y las fluctuaciones en el tamafno de la poblacién
(Griffiths y Tavaré, 1994b). Todas las propiedades del proceso de tamanio variable pueden
ser calculadas a partir del modelo de poblacién constante usando la representacién (1.7).
Por ejemplo, esto muestra inmediatamente (ver Seccién 3.1.3) que si A(co) := [;° % = 00,
entonces cada par de individuos y la muestra tendrdn un ancestro comin con probabilidad 1.
También, de (1.7) es posible obtener la distribucién conjunta de los tiempos en que el proceso
ancestral permanece en cada estado (Griffiths y Tavare, 1994a; i.e., sean T),, 1)1, ..., T2

las cantidades de tiempo durante las que el proceso ancestral permanece en los estados

n,n — 1,...,2, respectivamente. La densidad conjunta de (T, ...,7%) es
nltarnts) = 11 (3] M0 { = () (A5 = Alsyan }. (18)
J:

para 0 < tp,...,ta < 00, donde sp11 =0, s, = ty,s5; =t; + ... +ty, J =2,...,n—1 (ver

Polanski y Kimmel, 2003). Al igual que en el caso de tamano de poblacién constante, el
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coalescente con tamano de poblacién variable se puede pensar como un drbol cuyos nodos

son los ancestros comunes de la muestra y con n — 1 ramas de longitud 7}, j = 2,3, ..., n.

En el Capfitulo 3 se hard referencia a la funcién de densidad de probabilidad de

coalescencia de una muestra de n = 2 individuos haploides, la cual se define a continuacion.

De (1.8) se sigue que
ga(t) = A(t) exp {-A(t)} .
Empleando (1.5) con n = 2 da
1 b du
0= 559~ |, sy

donde v(u) = 2N (u) (Griffiths y Tavaré, 1994a) por lo que

92(t) = 2]\1(,5) xp {_/Ot 215/%?@}

y la probabilidad de no coalescencia para n = 2 en el intervalo [tg,t] es

p2(t) = 1_/t:92 (t,U)du:eXp{—Aszu)du}.

(Ver Donelly y Tavaré, 1994, Griffiths y Tavaré¢,1994a).

(1.10)
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Capitulo 2

Distribuciones Cuasiestacionarias,

Semigrupos y Cadenas de Markov

La variacién en la longitud de un microsatélite depende, esencialmente, del proceso
de mutaciones. Una mutacién que ocurre en un microsatélite origina un cambio en su
secuencia de nucleétidos. Por ejemplo, sea CGTCTCTCTCTCGAT un microsatélite,
donde el dinucleétido T'C se repite 5 veces, entonces la longitud del microsatélite es s = 5.
Si en la siguiente generacién hay una mutacién por insercién de algin nucleétido, entonces
cambia la longitud del microsatélite; en el ejemplo anterior, si se inserta un nucleétido G,
en el microsatélite: CGTCTCTCGTCTCGAT, entonces la longitud cambia de s = 5 a
s = 3, tomando en cuenta las repeticiones del lado izquierdo de la insercién. En general,
la longitud de un microsatélite puede cambiar cuando se cambia un nucleétido por otro o
cuando uno de ellos se borra o cuando se inserta otro en la siguiente generacién.

En este Capitulo se introducen los elementos que conforman un modelo del pro-
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ceso de mutaciones en microsatélites, el cual se describe como una cadena de Markov de
tiempo continuo {X (¢),t > 0} con espacio de estados S = {0,1,...} y estado absorbente 0,
donde X () representa la longitud del microsatélite en el tiempo ¢ > 0. Asimismo, se in-
troducen las nociones de distribucién cuasiestacionaria y de distribucién limite condicional
(Pakes, 1995 y Anderson, 1991). También se analizard la forma que toma la distribucién
cuasiestacionaria del proceso {X (t),t > 0} correspondiente a una cadena Markov simple y
del proceso conjunto {(X1(t), X2(t)),t > 0} correspondiente a la evolucién conjunta de dos
cadenas de Markov con el mismo espacio de estados S, cada una de las cuales modela la

evolucién de un microsatélite.

2.1 Resultados sobre distribuciones cuasiestacionarias

Supéngase que el comportamiento de un sistema estd descrito por una cadena de
Markov de tiempo continuo {X (¢), ¢ > 0}, con un espacio de estados de la forma S U {a},
donde a es un estado absorbente y S es una clase transitoria e irreducible. Supdngase
que un andlisis del proceso ha revelado la certeza de absorcién eventual en a, pero que
la evaluacién explicita de la distribucién del proceso V ¢ > 0 es dificil de obtener o no es
viable. Una manera de obtener informacién sobre el proceso es tratando de encontrar su
distribucién limite, condicionado a no absorcién (Van Doorn, 1991). Esta distribucién es
llamada distribucién cuasiestacionaria (DCE). En Anderson (1991), Secciones 3.2, 5.1 y 5.2
se da un ejemplo de un proceso de nacimiento y muerte con inmigracién, que bajo ciertas
condiciones no posee una distribucién estacionaria pero si tiene una distribucién cuasiesta-

cionaria. A continuacién se presentan algunos resultados importantes, asi como definiciones



29

de DCE y de distribucién limite condicional (DLC). Un tratamiento mds formal se da en
Pakes (1995), en Ferrari et al. (1995) y en Anderson (1991, Secciones.5.1 y 5.2). Se omiten
las demostraciones de los teoremas sobre distribuciones cuasiestacionarias presentados en
esta seccién debido a que se pueden consultar en Anderson (1991, Secciones.5.1 y 5.2).

Se considera un proceso de Markov de tiempo continuo {X (), ¢ > 0} con espacio
de estados S =S4 U {0}, tal que S4 ={1,2,3,...} y 0 es estado absorbente. Sea @ = [gi;]
el generador. Se supondra que @) es estable, conservativa y regular, i.e.,

—Qi; = Z%’j < 00,
i#]
y el proceso minimal {X (t)}tzo correspondiente a () es un proceso honesto, es decir,
P,(X(t) € S) = 1 para toda t > 0 y para todas las distribuciones iniciales p en S;. Se
denota por p;;(t) a las probabilidades de transicién del proceso con generador ). Sea
Pi(-) = Pi(- | X(0) =1), i € Sy, y, si v es una medida finita en S, sea P, = > v;P;. Aqui
y en lo sucesivo, cualquier suma serd tomada sobre S;. Finalmente se asume que Sy es
irreducible y que 0 es accesible desde algin estado en S .

Sea T' = inf {t > 0: X(¢t) =0} el tiempo de absorcién en 0. En lo sucesivo se
supondrd siempre que P;(7T" < co) = 1. Los resultados sobre distribuciones cuasiestacionar-
ias estdn muy relacionados con el siguiente Teorema (Anderson, sec. 5.2) y la siguiente

definicién de medida invariante.

Definicién 2.1 Dada una funcion de transicion Pjj(t), un conjunto u = {u;,i € E} de

numeros no negativos tales que

Zuipij(t) =wuj, para toda j € E, t >0,
i€ER
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es llamada medida invariante para Py;(t). Si

Zuizl

i€l

entonces u es llamada distribucion estacionaria.

Cuando se toma como distribucién inicial u, la probabilidad de que el proceso se
encuentre en el estado j en el tiempo ¢ es independiente del estado donde inicia el proceso.

Otra intterpretacién que pudiera darse, estd relacionada con el siguiente Teorema.
Teorema 2.2 Suponga que Pj;(t) es una funcién de transicion irreducible

(1) Entonces los limites u; = lim; 4o P;;(t) existen y son independientes de i
para toda j en el espacio de estados E.

El vector u = (u;,i € F) es una medida invariante y

(a) uj =0 para toda j € E, o

(b) u; > 0 para toda j € E'y ZjeEuj =1.

(2) Suponga que w = (wj,i € E) es un vector de probabilidad tal que wP(t) = w
para alguna ¢t > 0. Entonces wP(t) = w para toda t > 0 (i.e., w es una distribucién
invariante) y w = w.

El inciso (a) del teorema anterior, indica que P;;(t) es una funcién de transicién
no honesta en el sentido de que ; Pij (t) <1, y entonces todos los estados son transitorios
y por tanto

1tlim P;j(t) =0, para todai,j € E.
—00

Para el caso del inciso (b) E es un espacio de estados irreducible y recurrente.
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La existencia de un pardmetro de decaimiento, que juega un papel importante en

distribuciones cuasiestacionarias, se demuestra a partir de la siguiente proposicién.

Proposicién 2.3 (Anderson). T denota el conjunto {0,1,2,...} de enteros no negativos, o

el conjunto [0,+00). Sea ¢ : T — [0, 400] que satisface

(i) Existe a > 0 tal que ¢(t) < +oo sit > a,
(ii) Si T' = [0, +00), entonces ¢ es acotada en subintervalos acotados de [a, +00),
(iii) ¢ es subaditiva, i.e., ¢(s +1t) < ¢(s) + ¢(t) para s,t € T.

()

Entonces lim; .o, =~ existe y

lim o) _ inf@

pm T S < A0

Teorema 2.4 (Kingman, 1963). Suponga que C' es una clase irreducible para P;j(t).

(1) Existe un nimero A. > 0 llamado pardmetro de decaimiento de C, tal que para
cada par ¢,5 € C,

1
" log P;;(t) — —A¢, cuando ¢t — oo.

(2) Paracadaie Cyt >0,
P”(t) < et
(3) Para cada par 7,j € C, existe una constante M;; > 0 tal que

Pij(t) < Mije .

(4) Si Ac > 0, la clase C es transitoria.
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La demostracién se hace tomando la funcién ¢(t) = —log P;;(t) de la proposicién
anterior anterior y con

Ai = lim —= =in < +o0

o) _ . o0)
t—oo ¢ t>0 ¢

Suponga que C' es una clase transitoria para P;;(t). Si C fuera recurrente positiva,

los limitesO ergédicos
uj = tlingo Pij(t), i,j € E,

formarfan una distribucién de probabilidad y darfan informacién del comportamiento limite
de la cadena en C. Como C es transitoria, de los Teoremas 2.2 y 2.4 se sigue que todas las
u; = 0.

Una estrategia que se sigue para conocer el estado del proceso hasta un tiempo
t > 0, antes de la absorcién es examinar el comportamiento limite de las probabilidades
condicionadas a la no absorcién, es decir, mientras el proceso estd en los estados no ab-
sorbentes

Py(t) == P{X(t) = j | X(0) =4, X(t) € C}

Py
- Ykec Pa(t)’

Cuando t — o0, en el término de la derecha el numerador tiende a 0. Pero por el Teorema

i,5 € C.

2.4 el pardmetro de decaimiento A. es estrictamente positivo y tal que F;; (t)e/\ct tiende a

un limite finito diferente de 0 cuando t — oco. Entonces

~ Pi-(t)e)‘ct
Py(t) =
) = S P

y Bj(oo) = limy_,o0 Bjj (t) existirdn y serdn estrictamente positivos. El conjunto de nimeros

Pij(oo), Z,j c(C
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es llamado Distribucién cuasiestacionaria (DCE). Uno de los principales problemas es cémo
determinar los limites

lim P;(t)er!

t—o0
pero Pij(t)e)‘ct tiene las propiedades de semigrupo de P;;(t), y asf, esperamos que los limites
lim; o0 P;;(t)et jueguen el rol de una medida invariante, como en el Teorema 2.2. Una

definicién mas formal se da en Pakes (1995).

Definicién 2.5 Una medida M = {m;} en Sy es una DCE si > ,m; = 1 y si para toda
jE S+ yt>0

Py (X(t) =3) = m;Py(T > t). (2.1)
Ferrari et al. (1994) mostraron que si tal M existe entonces
Py (T >t) =e para algin p € (0,00),

y entonces la definicién de distribucién cuasiestacionaria coincide con la definicién de medida

L -invariante:

Definicién 2.6 Sea p > 0. Un conjunto {m;,i € C} de nimeros estrictamente positivos,

tales que

Zmipij(t) < e*“tmj, (2.2)
ieC

para toda t > 0 y toda j € C, es llamado una medida p -subinvariante para Pj;(t) en C.
Cuando la igualdad se cumple para todat > 0 y toda j € C, entonces {m;,i € C} es llamada

medida pu— invariante.
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Nétese que no se pierde generalidad al suponer que 7; = P;j(T < oco) = 1, pues si
T; < 1, entonces se puede trabajar con el proceso restringido al evento de absorcién; éste es
el proceso cuyas probabilidades de transicién son p,;(t) = p;;(t)7;,/7i las cuales estdn bien

definidas ya que por los supuestos anteriores es claro que 7; > 0 para toda i. Claramente,
. f— r —
Pi(th =i,k=1,...,n | T < OO) = pi,jl(tl) H 1,5, (tk — tk—l)'
k=1

Uno de los principales cuestionamientos es ;Qué garantiza la existencia de una
distribucién cuasiestacionaria? Haciendo referencia a dos Teoremas de Kingman (citados

en Anderson, 1991, Seccién 5.2) y algunas definiciones, se da respuesta a esta pregunta.

Definicién 2.7 Sea p > 0. Un conjunto {z;,i € C} de nimeros estrictamente positivos,

tales que

> Pyt)a; < e My (2.3)
jec

para toda t > 0 y toda i € C, es llamado un vector p -subinvariante para Pi;(t) en C.

Cuando la igualdad se cumple para todat > 0 y toda i € C, entonces {x;,i € C'} es llamado

u— tnvariante.

Teorema 2.8 (Kingman, 1963). Sea C una clase irreducible con pardmetro de decaimiento

Ae > 0. Entonces existen medidas y vectores Ao— subinvariantes para Pi;(t) en C.
El estado ¢ € C se dice que es A.— recurrente si
(o ¢]
/ Pyi(t)ertdt = +o0,
0
y es A.— positivo si

lim e Py(t) > 0.

t—o0
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Uno de los principales Teoremas acerca de la existencia y unicidad de DCE’s es el siguiente,

donde se supone que C' es una clase transitoria e irreducible.

Teorema 2.9 (Kingman, 1963). Suponga que C tiene pardmetro de decaimiento e, y €s
Ac—recurrente. Entonces la medida \.-subinvariante {m;,i € C'} y el vector \.-subinvarian-
te {x;,1 € C} del teorema (2.8) son tnicos y ambos son Ac.-invariantes. La clase C es
Ae-positiva st y solo si

Z mrTr < 400,
keC

y entonces, cuando t — oo,
mimj

Act
e P t -
4(0) >_keC MkTh

(2.4)

para toda i,j € C.

La siguiente proposicién puede ser usada para probar la existencia de ciertas

DCE’s, para lo cual definimos
ar =P{X(t) ¢ C paraalgint > 0| X(0) =k}, ke C.
Supondremos que ay > 0 para alguna k € C.

Proposicién 2.10 Suponga que C' es A.—positiva. Sea {my,k € C} y {x, k € C} la me-
dida y el vector \.-invariantes, respectivamente. Suponemos que Y ;.o mpoy, < 400. En-

tonces

tlim P{X(t)=j|X(0)=1iX(t) e C,X(t+s) ¢ C para alguna s > 0}
—00
m;o

- —7 j E C?
> kec Mk



36

lim lim P{X(t)=4|X(0)=4X(s+t) e C,X(t+s+r) ¢ C para algin r > 0}

t—00 s—00

==2+1 jecC.
>_keC MkTk

Es posible encontrar la distribucién cuasiestacionaria cuando el proceso empieza
de una distribucién inicial arbitraria en lugar de un estado especifico i. Por ejemplo, sea

{v;,i € E} una medida de probabilidad y definimos

P(t) =Y viPy(t), j€ E, t>0. (2.5)
S

Sea C una clase transitoria para P;;(t), y definamos

SR 210,

Pyj(t)—m:P,,{X(t):j]X(t)eC},jeC (2.6)

donde P, denota la probabilidad dado que X (0) tiene distribucién v.
Proposicién 2.11 Suponga que C' es A\.— positiva para P;j(t), y que {v;,i € E} satisface
l/Z‘Pi]‘(t) =0,i€ E\C, jeC.

Sean {my,k € C} y {xk, k € C} la medida y vector A\.— invariante, respectivamente, para

Pij(t) en C, y supongamos que

(0) Xkec Vi < +00,
(13) Supkecvi/my < +00.

Entonces

m;
lim B (1) = 4 Trecm
t—o0 .

0 si Y pec Mr = +o0.

Si Y pec Mk < 400



37

Uno de los resultados méds usados en este estudio es el de Vere-Jones (citado en
Pakes, 1995), quien demuestra que una DLC condicionada a la no absorcién, es una DCE.
En esta tesis, al hacer referencia a la DCE nos referiremos a la DLC y viceversa. En la
terminologia de Pakes (1995), la definicién de DCE coincide con la de distribucién limite

condicional, que es también una DCE.
Definicién 2.12 M= {M;} es una distribucion limite condicional (DLC) de {X(t), t > 0}
st para cada j > 1,

Mj = lim P(X, =j|T>1) y > M =1, (2.7)

siempre que el limite exista para alguna (y por tanto para toda ) i.

2.2 Semigrupos de transicién en ¢!

Sea S = {0,1,...} y sea ¢! el espacio de sucesiones absolutamente sumables x =
(¢);es- Equipado con la norma |[z| = Y",cq | & |, ¢* es un espacio de Banach. Las suce-
siones de términos no negativos z = (§;),_, € ¢4, tales que || z ||= || (€),sl=2ies& =1,

seran llamadas distribuciones, y el conjunto de distribuciones serd denotado por D;.

Definicién 2.13 Una familia {P (t), t > 0} de operadores lineales acotados P(t) : £* — ¢*

es un semigrupo st y solo st cumple
P)=1I, P(t+s)=P(t)P(s), ts=0.

Definicién 2.14 Un operador lineal acotado P en ¢ es llamado positivo si mapea suce-
stones no negativas en sucestones no negativas. P es llamado operador de transicion u

operador de Markov si para toda sucesion no negativa & € €%, se cumple | P (&) | = |||
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A cada cadena de Markov homogénea { X (t), t > 0} en S le corresponde un semi-

grupo de operadores de transicién {P(t) = [P;()]; jes»> t 2 O} , donde
P (t)=P[X(t+s)=3|X(s)=1i], 1,j €S

Debido a la propiedad de Markov, P;; (t) satisface

gorov).
Se supondra ademds que
(d) limy o+ P;j (t) = 0,5, donde d; ; =1 si¢ = j, y 0 en otro caso.
Debido a que P (t) = [Fj; (t)]; jcq, la propiedad (c) puede escribirse compacta-

mente en notacién matricial como
P(t+s)=P(t)P(s), t,s >0. (2.8)

La propiedad (d) establece que P (t) es continua en ¢t = 0, y de (2.8) se sigue que P (0) = I
(matriz identidad). También de (2.8) se deduce que P (t) es continua para toda ¢t > 0. De

hecho poniendo s = h > 0 en (2.8) resulta, debido a (d),

Jim P (t+h)=P(t) lim P(h)=P(®)]=P(t). (2.9)

Por otro lado, parat >0y 0 < h < t se escribe (2.8) en la forma

P(t)=P(t—h)P(h).

Como P (h) es cercana a la identidad I cuando h es suficientemente pequena, e

I es invertible, se sigue que P (h)_1 existe y también se aproxima a la identidad I cuando
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h | 0 Por tanto,

P(t)=P(t) lim (P (h)) ™t = Jim P (¢ h) (2.10)

Las igualdades (2.9) y (2.10) muestran que P (t) es continua en t. Se sigue que la familia

de operadores P ={P (t),t > 0} satisface la condicién

lim P(t)x =P (0)zx ==z, x € ('

t—0+t

donde el tltimo limite es tomado en el sentido de la norma en ¢'. Un resultado estdndar de
la teorfa de semigrupos de operadores dice que esta condicién implica que P es una familia

de operadores fuertemente continuos en £, i.e., que

lim P (t)z = P (ty) x, para toda z € £* y to > 0.

t—to

Si x es la distribucién inicial de una cadena de Markov con semigrupo de transicién {P (t),
t > 0}, entonces = - P(t) es la distribucién de la cadena al tiempo ¢. Aqui, “” denota
multiplicacién matricial y se usard la notaciéon P (t) z := x- P (t), donde P (t) es vista como
un operador en £'. Por la definicién 2.14 se tiene que P (t) es una contraccién para cada
t >0, ie.,

1P () llgery = sup [|[P(t)z] <1

ll[|=1

2.3 Producto tensorial y estabilidad asintética

El objetivo de esta subseccién es dar las herramientas matemadticas para describir

las transiciones de una cadena de Markov bivariada.
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Definicién 2.15 Sea ¢! un espacio de Banach como se definié anteiormente. Sean v =

(§)ies €t yy = (nj)jes € (1. El producto tensorial es denotado por
v @y = (&), jes
r®y €L @', Dados dos operadores lineales acotados A y B, actuando en el espacio ¢*,
se define su producto tensorial A® B como sique: Para todo v @y € (' @ (1,
(A® B) (r®y) = Az ® By.

En particular, si {T'(t),t >0} y {S(t),t > 0} son semigrupos fuertemente continuos, de
contraccion, actuando en espacios de Banach (' entonces T(t) ® S(t) es un semigrupo
fuertemente continuo, de contraccion, actuando en (' ® ¢*. Mds ain, su generador E es
igual a A® I + 1 ® B, donde A, B son los generadores de {T'(t),t >0} y {S(¢),t >0}

respectivamente. Para ser mds especificos, six € D(A) yy € D(B), entonces (x®y) € D(E)

Exz®y)=(AQI+I®B)(zQy)=Arz®y+z® By.

Definicién 2.16 (Bobrowski, et al., 2001). Un semigrupo de operadores de transicion
{P(t), t >0}, en ' es llamado asintdticamente estable si para todas las distribuciones
(Ti)ies € 0*, existe un limite lim; o, P(t) (mi);eg - Si este limite no depende de la seleccion

de (7;);cq, se dice que {P(t), t > 0} es ergddico.

2.4 Absorcion para una cadena de Markov simple

Recordemos que S es el conjunto {0,1,...} y X = {X(¢), t > 0} es una cadena

de Markov de tiempo continuo con espacio de estados S que describe la longitud de un
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microsatélite a través del proceso de mutaciones. P;; (t) = P [X (t) =j | X (0) = ] son las
probabilidades de transicién de la cadena X y la matriz de probabilidades de transicién sera
denotada por P (t) para ¢t > 0. El generador infinitesimal de { P(¢), ¢t > 0} serd denotado por
Q = (¢ij); jes - Notese que {P(t), t > 0} son operadores de transicién relativos al proceso
X.

Se define e; = (6;5),cq € ¢! para j € S, donde §;; es el stmbolo de Kronecker, asf
como el operador lineal A € L(¢Y), i.e., A : ¢ — (' dado por Ar = x — £yeg. En otras
palabras, si x = (§,&; €, ), entonces Ax = (0,£; &5 ...).

Por la teoria de DCE’s presentada en el Capitulo 2, podemos suponer, al igual
que Bobrowski (2004), que existe un xg € D; y un nimero positivo «y tales que, para toda

x € D1, existe una constante no negativa a(x) que cumple

tlglolo P AP(t)x = a(x)zo, (2.11)
donde a(z) es cero si y sélo si x = ep. Esto implica que

tliglo P(t)x =ep, = € Dy, (2.12)

y en particular que P(t)eg = eg. Se interpreta (2.12) como que 0 es un estado absorbente
para la cadena de Markov X, y (2.11) se interpreta como que zg es la DCE de la cadena
condicionada a la no absorcién. Estas iltimas afirmaciones se demuestran directamente de
la definicién 2.5. Para ser mads especificos, en la terminologia estdndar usada por Pakes
(1995), xo es una distribucién limite condicional. En dicha terminologia se dice que xg es

una DCE de {X (t), t > 0} si AP(t)zo = zoe " para algin v > 0. Entonces

AP(t)AP(s) = AP(t + s), t,s > 0. (2.13)
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Pues

[AP(t)AP(s)]mg = zpe e " = mpe Vs,

AP(t+ s)zg = xoe UF9) ¢ 5> 0.

Observacién 2.17 Note que v es el pardmetro de decaimiento del semigrupo de transi-
cion {P(t),t > 0}. La eleccion de la funcion exponencial en (2.11) es dictada por el sigu-
iente resultado, el cual aparece en varias formas en la literatuta sobre distribuciones cuasi-
estacionarias (Ver Ferrari, et al., 1995 y Pakes, 1995). Sea v(-) una funcién positiva tal

que lim;_,oo v(t) = 00 y supdngase que existe xg € Dy tal que

lim v(t)AP(t)x = a(x)xg, = € Dy,

t—o0

donde a(x) es cero si y sélo si x = ey. Entonces (2.11) se cumple para algin v > 0.

2.5 Dos tipos de absorcién de cadenas de Markov

Sea M el espacio de matrices m = (11; ;)i jes, tales que
Z | 15 |< o0,
1,j€S
donde m € ¢! ® ¢*. El subconjunto de M constituido por distribuciones, i.e., por matrices

(1 j)ijes que satisfacen

i 4 >0y Z Ki 5 = 1,
1,jES

es denotado por Ds. Las columnas (/LZ-7,)Z.€ ¢ bertencen a ¢'. En esta notacién, para x =

(&)ies € L' ey = (1;)ies € ', se tiene @y = (fﬂ?j)i’jes € M.
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Definicién 2.18 Sea {P(t), t > 0} semigrupo de transicion con generador Q. Se define el
producto tensor {P(t) @ P(t), t >0} = {T'(t), t >0} =: 7T, el cual es un semigrupo de

operadores que actia en (* & 01

La accion de 7T es descrita por
[P(t) ® P(t)]m = P*(t)ymP(t), m € {* @ (%,

donde * denota la transpuesta de una matriz. Si se representa una matriz m como el vector
de sus columnas m;, es decir, m = (myq, ..., my, ), entonces
o0
[P(t) @ P(t)]m=>_ P(t)m; ® P(t)e;; (2.14)
i=1
ademds, cualquier m € M puede ser representada como
m = Z Hi j€i & €j.
1,jES
Entonces (2.14) es equivalente a
T(t)ym = Z pi jP(t)e; @ P(t)e;.
1,j€S
El operador T'(t) mapea D en Dy. Mientras que P(t)x describe la evolucién de
la distribucién de una cadena de Markov con distribucién inicial = € Dy, T'(t)m describe
la evolucién de dos cadenas de Markov independientes (X1(t), X2(t)), que al tiempo t =
0 fueron distribuidas de acuerdo a una matriz de probabilidad conjunta m € Ds. En el
contexto de genética poblacional, para un par de microsatélites de una poblacién de 2N (t)
individuos haploides, los procesos {Xi(t), t > 0} y {Xa(t), ¢t > 0} describen la longitud

de cada microsatélite respectivamente que varia de acuerdo al proceso de mutaciones, los
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cuales son descritos con cadenas de Markov de tiempo continuo con espacio de estados
S ={0,1,...}, donde cada i, € S representa la longitud del microsatélite.

Sea M el conjunto de matrices simétricas m = (y; ;), i-e., tales que p; ; = f1;;.
Nétese que M es un subespacio de M, y que los operadores T'(t) mapean Mg en si mismo

porque, para m € Mg,

T(t)ym = ZumP(t)ei ® P(t)e; + Z'ui’j [P(t)e; ® P(t)e; + P(t)e; ® P(t)es] (2.15)

y ambos sumandos P(t)e; ® P(t)e; y P(t)e; ® P(t)e; + P(t)e; ® P(t)e; pertenecen a M.

La relacion (2.12) implica que

lim T'(t)m = ey ® eg, m € Da,

t—o0
i.e., el semigrupo T'(t) es asintéticamente estable y ergddico (ver definiciones 2.16 y 2.14),

como se muestra en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.19 El semigrupo {T'(t), t > 0} es un semigrupo de Markov. Es asintdtica-

mente estable o ergddico si {P(t), t > 0} lo es.

Demostracion. Por la definicién 2.18 {T'(t), t > 0} es no negativo, y por (2.14) para

cualquier m no negativa se tiene que

I T@m =l Y PEymi® P(te; |= Y | P(t)ymi @ P(t)e; |
=1 =1

DI Pma |l Pt)es =) Il P(&)m |
i=1 1=1

o0
= > Imill=lml, (2.16)
i=1
donde m; es la i-ésima columna de m. Si P(t) es asintéticamente estable, tenemos

lim T'(t)m = tlgIolo Zl P(t)m; ® P(t)e; = Z Pm; ® Pe; = (P ® P)m, (2.17)
1=

t—o0 c
=1
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donde P = lim;_,o, P(t)m debido al teorema de Scheffe (Billingsley, 1986). Si {P(t), t > 0}

es ergddico, entonces Pt = ¢y no depende de la distribucién 7 y

o0
lim T'(t)m = Z | my || mo ® mo,
t—o0
i=1
como se deseaba. u

Por tanto || T'(t) ||z < 1.

Se introducen dos operadores en M :

B = I-A®A+A®],

C = A®A

Para m € DaNMg, Bm describe la distribucién conjunta inicial m del proceso (X1 (t), X2(t))
fuera del origen (0,0) y C'm describe la distribucién de m fuera del margen M = {(i,7) |
i =0V j =0} donde una de las dos cadenas de Markov es absorbida., es decir, aplicando
el operador B a una matriz m se obtiene la matriz m pero con la primer entrada igual a
cero, mientras que si le aplicamos el operador C se obtiene la matriz m con elementos en

la primera columna y la primera fila igual a 0.

Lema 2.20 El supuesto (2.11) implica que, para m € My, existen constantes no negativas

b(m) y c¢(m) tales que

Jim BT (tym = b(m)[zo® eo + eo @ wo) (2.18)
—00
tlim NCT(m = c(m)zo @ xo, (2.19)

donde b(m) =0 si y sélo si Bm =0 y ¢(m) =0 si y sélo si Cm = 0.
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Demostracion. Tomando m = e; ® e;,T(t) = Pt) @ P(t) y B= ([ —-A) A+ A®I,

tenemos que
' BT(t)m = (I — A)P(t)e; ® " AP(t)ej + e AP(t)e; ® P(t)e;,

donde, debido a (2.11), e?*BT'(t)m tiende a a(e;)eg ® zo + a(e;)zo @ €g. Por tanto, (2.18)

se sigue de (2.15) con

b(m) = Z:ui,ia(ei) + Z 1 5 la(es) + ales)] .

€S 1<j,i€s, jES

La prueba de (2.19) es andloga. [ |

En otras palabras, b(m) [zo ® eg + €9 ® x| es una distribucién limite condicionada
a la no absorcién en el origen (0,0), y g ® xg es una distribucién limite condicionada a la
no absorcién en el margen M. Dado que T'(t)m es la distribucién de las dos cadenas de
Markov que al tiempo ¢ = 0 fueron distribuidas de acuerdo con una matriz m de probabilidad
conjunta, las distribuciones limite condicionales del Lema 2.20 pertenecen a un modelo sin
deriva, i.e., el modelo sin deriva genética se refiere al modelo donde sélo consideramos la
fuerza genética de la mutacién en las probabilidades de transicién en el cambio de longitud
de cada microsatélite.

Finalizamos esta seccién con el siguiente corolario el cual se usard en secciones

posteriores.
Corolario 2.21 Eziste una constante L > 0 tal que
| AP (u) [|[< L, || BT(u) |[< L, | ™CT(u)[I<L (2.20)

para toda u no negativa.
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Demostracion . Las desigualdades de (2.20) se siguen directamente del principio

de acotacion uniforme. |
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Capitulo 3

Comportamiento asintético de
(Xl <t)7 XQ(t))

En este Capitulo se da una formulacién del coalescente correspondiente al modelo
de Wright-Fisher-Moran, ademds se da la forma de la distribucién conjunta del proceso
(X1(t), X2(t)) bajo mutacién y deriva genética en términos de los operadores de transicién
P(t),T(t) y R(t), donde R(t) : My — M. También se demuestran Teoremas concernientes
al comportamiento asintético de la distribucién conjunta de los tiempos ¢ y 7, donde o es la
cantidad de tiempo en que los dos microsatélites permanecen idénticos y 7 es la cantidad de
tiempo durante el cual los dos microsatélites evolucionan independientemente. Se presentan
ademads, en la Seccién 3.2, simulaciones de la evolucién de dos alelos en una poblacién con

diferente comportamiento asintético de N(t).
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3.1 Cadenas de Markov de mutaciones y deriva genética en

poblaciones de tamano variable

3.1.1 Modelo coalescente de Wright-Fisher-Moran

En el modelo de tiempo continuo de Moran se supone que la poblacién estd com-
puesta por un nimero constante de 2N individuos haploides. Cada individuo estd sujeto a
eventos de nacimiento y muerte de acuerdo a un proceso de Poisson con intensidad 1. En
el momento en que ocurre un evento de nacimiento y muerte, un genotipo para el nuevo
individuo es muestreado con remplazo de los 2N cromosomas presentes en ese momento.

En la formulacién del modelo de Moran se piensa en términos de 2N individuos
haploides, que es uno de los factores que diferencian al modelo de Moran del de Wright-

Fisher. Maés precisamente:

e Cada individuo es reemplazado con tasa 1. Es decir, el individuo z vive por una

cantidad exponencialmente distribuida con media 1 y entonces es “reemplazado”.

e Para reemplazar al individuo z, se escoge aleatoriamente del conjunto de individuos

(incluyendo a x).

e Un alelo a que es escogido muta a un alelo A con probabilidad u. Un alelo A que es

escogido muta a un alelo a con probabilidad v.

e El nuevo alelo, posiblemente mutado, reemplaza al viejo.

A continuacién se presenta una formulacién del coalescente, correspondiente al

modelo de Wright-Fisher-Moran para un par de individuos de una poblacién de 2N individ-
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Ancestro comin

Figura 3.1:

uos haploides bajo deriva genética y mutaciones, las cuales siguen una cadena de Markov

general de tiempo continuo (Bobrowski et al., 2001):

e Coalescente con longitudes de rama independientes con distribucion exponencial de
pardmetro LN El proceso coalescente puede verse como un drbol ancestral. La coales-
cencia de los dos individuos o cromosomas, es decir el ancestro comtin, es representado
por el nodo del arbol; las ramas, en este caso dos, corresponden al tiempo que tran-
scurre a partir del tiempo presente ¢ hasta un tiempo 7 en el pasado, en que ocurre
el evento de coalescencia. Estos tiempos son independientes en cada cromosoma. La
interpretacion es que para cualesquiera dos individuos de la poblacién, el tiempo de su

ancestro comun es una variable aleatoria 7 con distribucién exponencial de pardametro

k> como se muestra en la Figura 3.1. Esto se sigue de la Ecuacién (1.9) con 2N (t)
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constante

(t) = L _/td_u
PE = NPT, 2N

1 t
T aAaNTP TN
donde go(t) es la funcién de densidad del tiempo de coalescencia entre dos cromosomas.

e El modelo de Markov de mutaciones con probabilidades de transicion Pj; (t) e inten-
sidades Q;j. Sean {X1(t),t > 0} y {X2(t),t > 0} dos procesos como se describen en
la seccién 2.5. Sean

Pij (t) = P[X1(t) = j | X1 (0) =]
las probabilidades de transicién, es decir, si el alelo de un individuo es ¢ al tiempo
t = 0, entonces su alelo al tiempo ¢ (o el alelo de su descendiente al tiempo ¢ ) es igual
a j con probabilidad P;; (t) . @ := [Q4j] es la matriz de intensidades de transicién que
cumple
Qij >0, i#j, Y Qij=0, Vi.
J
En este escrito se usa el modelo de coalescente con deriva genética modificado con

tamafio de poblacién N = N (t) dependiente del tiempo. A saber:

e El tiempo T, (medido desde el tiempo presente t hacia atrds) al ancestro comun de
los dos individuos de la muestra tomada al tiempo ¢ es una variable aleatoria tal que

Pr [T, > o] = exp {— JE12N (¢ — )™ du} (ver Seccién 1.2).

e El modelo de mutacién permanece sin cambio, i.e., tiene la forma de la cadena de

Markov de tiempo continuo con probabilidades de transicién Pj; (t) e intensidades

Qij-
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Observacién 3.1 En el modelo de mutaciones Stepwise Mutation Model (SMM) con tamario
de poblacidn variable, se supone que un alelo en un locus considerado, estd sujeto a muta-
ciones (que siguen un proceso de Poisson de intensidad v que es directamente proporcional
al tamano de la poblacion) las cuales reemplazan un alelo de tamano X por un alelo de
tamano X + U, donde U es una variable aleatoria entero-valuada con distribucion dada por
(Pp)nez, donde Z es el conjunto de los enteros. La modelacion de los procesos evolutivos de
distribuciones de frecuencias alélicas, en su mayoria, estdn basados o son desarrollados del
andlisis de modelos de caminatas aleatorias introducidos por Moran (Sibly, et al.,2001) y
son conocidos como modelos de mutaciones de salto (SMM) porque se supone que la longitud

de un microsatélite sélo cambia en £1 en cada generacion, debido a las mutaciones.

3.1.2 Simulacién de la evolucién de dos alelos bajo el modelo de Wright-

Fisher-Moran

El objetivo de esta Seccién es mostrar grificamente cudles son los efectos de la
deriva genética para la evolucién de dos alelos, que evolucionan de manera independiente
bajo el modelo de Wright-Fisher-Moran (ver Secciones 1.1.2, 1.1.3 y 3.1.1) con tamafio de
poblacién variable. En cada gréfica presentada a continuacién, cada trayectoria representa
la evolucién de un tipo de alelo en una poblacién bajo el efecto de la deriva genética aleatoria,
donde si p es la probabilidad del alelo que aparece en las simulaciones, 1—p es la probabildad
del otro alelo, inicialmente p = 0.5 y va cambiando debido a la deriva genética aleatoria y
al mecanismo de reproduccién. En cada grifica se simulan 10 poblaciones con la finalidad
de observar tendencias en la evolucién del alelo. El tiempo estd medido en N generaciones,

y para fines ilustrativos, se tomardn en cuenta poblaciones con tamaifio inicial entre 18 y
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10000 y un méximo de 250 generaciones. La descripcién gréfica de la evolucién de estos dos
cromosomas bajo diferente comportamiento limite de N(¢), se muestran en las siguientes

Secciones.

Deriva genética con poblacién decreciente

Cuando tlirglo 2N (t) = 0, es decir, cuando la poblacién decrece, o tiende a cero
(en este caso de manera lineal), el efecto de la deriva genética es el mismo que en el caso
de poblacién constante: la fijacion del alelo es mds rapida en poblaciones pequenas (N (t)
inicial igual a 18) con la diferencia que el tiempo esperado de fijacién se reduce dependiendo
del tamano inicial de la poblacién y del pardmetro de decaimiento. En las grificas de la
Figura 3.2 se muestra, para las poblaciones iniciales de 100 con pardmetros de decaimiento
de 0.02 y 0.04, que los tiempos de fijacién son aproximadamente 50N generaciones y 25N

generaciones, respectivamente.
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Figura 3.2.

Deriva genética con poblacién constante

tiempo en generaciones

Considerando el caso cuando, en el limite lim 2N (¢t) = N, 0 < N < oo, i.e., la

t—o0

poblacién tiende a ser constante en el limite, se observa en la Figura 3.3 que la deriva

genética actia mas rapidamente en poblaciones pequenias, es decir, un alelo tiende a fijarse

o perderse en la poblacién mds rdapido que en las poblaciones grandes; ademads, el tiempo

esperado de fijacién es de aproximadamente 2N generaciones (recordando que N es una

poblacién aploide).
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Deriva genética con poblacién que crece linealmente

Si tlglolo 2N(t) =00,y fsoo 3 ﬁ’z 7y = 00, €s decir, cuando la poblacién crece de manera
lenta, en este caso linealmente, la deriva genética actia de manera lenta en comparacién
con el caso de poblacién constante y el caso cuando la poblacién decrece. Contrario a lo que
esperarfamos, aqui se ve claramente el efecto de la deriva genética. Suponemos que entre
mayor sea el tamano de la poblacién los efectos de la deriva genética van disminuyendo y en

este caso vemos que si la poblacién crece a infinito pero de manera lenta (lineal) la deriva

genética actia de manera similar al caso de poblacién constante s6lo que no se observa
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alguna tendencia para el tiempo esperado de fijacién. Probablemente se requerird de un

nimero muy grande de generaciones para obtener la fijacién del alelo (ver Figura 3.4).
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Deriva genética con poblacién que crece exponencialmente

. . o0 dt . ., . .
Cuando tllglo 2N(t) = oo, y fs W@ < 0 1.e, la poblacién crece a infinito de
manera répida (en este caso exponencialmente), a partir de una cierta generacién tienden
a estabilizarse las proporciones de los dos alelos en la poblacién, conforme al principio de

Hardy-Weinberg, i.e., la poblacién considerada es en tamano infinito por lo que los cambios

aleatorios en frecuencias alélicas no son posibles y conforme a este principio la proporcién de
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cada uno de los genotipos de los individuos de una poblacién tienden a permanecer estables
(ver Hartl y Clark, 1997) y la deriva genética no tiene ningtin efecto. En la Figura 3.5 se
observa que la variacién de la probabilidad del alelo es inversamente proporcional al tamano
inicial de la poblacién (con igual pardmetro de crecimiento), por otro lado, en poblaciones
de igual tamano y diferente pardmetro de crecimiento se observa que a mayor pardmetro
de crecimiento, existe menor variabilidad en la probabilidad del alelo. Se observa, ademés,
que el tiempo en que actda la deriva genética es muy corto, mientras que el tiempo en que

opera el principio de Hardy-Weinberg tiende a ser infinito.
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3.1.3 Distribucién conjunta del proceso con operadores R(t,s) en M, y

semigrupos de transicién

Aunque las mutaciones en dos cromosomas ocurren de forma independiente, los
procesos acumulativos de mutaciones en esos cromosomas estdn relacionados debido al hecho
de que los cromosomas pueden tener un ancestro comuin. Supdngase que a partir de un
instante tg > 0, la evolucién del tamano de la poblacién es conocida con las caracteristicas

que se dan en la siguiente hipétesis.

Hipdétesis 3.2 El tamario N(t) de la poblacion al tiempo t > to, es es una funcién continua

de t, la cual es estrictamente positiva en cada intervalo acotado, es decir,
N (t) : [to,0) — R,

0< inf N(t)< sup N (t)<oo, para toda h > 0.
to<t<to+h to<t<to+h

Cuando el tamafnio de la poblacién N(t) cumple la Hipétesis 3.2, el tiempo de
coalescencia de un par de cromosomas (Seccién 1.2) es una variable aleatoria impropia

72 > 0 tal que
Pr(ro € B) = / g2 (t,t — s) ds,
B

para todo subconjunto de Borel B de [0,t — tp). Por (1.9),

o [l o)

En particular, la probabilidad de no coalescencia en el intervalo [to,t) es

p2(t):1—/t:g2(t,u)du:exp{—/t: 2J\rl(u)d“}' (3.2)

92 (ta 5) =
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Sea Rjj (t) = Pr[Xi(t) = j, Xa2(t) = k|, la distribucién conjunta de (X1(t), X2(t))
para t > 0 los cuales representan los procesos que determinan la longitud de los mi-
crosatélites seleccionados aleatoriamente al tiempo t. Si el ancestro comin de X; y Xo

fue un alelo tipo ¢ y existié hace 7 unidades de tiempo, i.e.
Xi(t—71)=Xo(t —71) =1,
entonces
Ry (t) = By (1) Pip (1), t =,

como se mostrard mas abajo. El tipo de alelo del ancestro comun en el tiempo ¢ — 7 es el
estado de la cadena de Markov que modela el proceso de mutaciones, el cual es igual a ¢
con probabilidad ; (t) = Pr[X; (t — 7) = i] = Pr[X2 (¢t — 7) = i]. Recordando que Tj, es el
tiempo de coalescencia de los dos cromosomas, medido del tiempo presente hacia atras se

sigue usando la propiedad de Markov fuerte que

Ra(t) — /OOOZPr[Xl(t):j,Xg(t):kz\Xl(t—T):i,Ta:T]><
Pr [Xlz(t — 1) =1 fr,(r)dr
= /Ooozm(t—T)Pr[Xl(t):j|X1(t—7-):z']><
Pe Xa(t) = k| Xs(t — ) = ] f ()

Aqui, fr,(7) es la densidad del tiempo de coalescencia. Luego,

Ry(t) = /Omzw—ij(T)Pik(T)fTa(T)dT

= [ mt-n pion) (g T ) ar,
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Denotando R(t) = [Rj (t)] y haciendo el cambio de variable o =t — 7, resulta

R(t):/ P*(t—0)TI(0) P (t - o) <2N1(0_)e—f5%> do, (3.3)

—0o0

donde II (t) =diag[m; (t)] y “*" denota transposicién de matriz. Nétese que
71‘00 du
Z Ry (t)=1—¢ Jo 2N,
por lo que la distribucién R (t) puede ser impropia si fo # < oo. Esto significarfa que

X1 y Xy podrian no tener un ancestro comun, siendo ps (t) = exp {— fti) ﬁ(u)du} la proba-

bilidad de no coalescencia en el intervalo [tg, t). Suponiendo que ty = 0, si fo 5 N )du =

1
exp{fg #(u)du}

de coalescencia serfa 1. Por otro lado, si [ % < 00, entonces 0 < py (t) < 1.

entonces py (t) = — 0 cuando t — 00, lo cual significarfa que la probabilidad

Nétese que la expresion (3.3) requiere que la cadena de Markov sea extendible
indefinidamente en el pasado, i.e., que II (o) exista para todo o < t. Reescribiendo (3.3),
dividiendo el intervalo de integracién de (3.3) en dos partes: donde no hay coalescencia,
es decir donde las dos cadenas de Markov (X;(t), X2(t)) fueron distribuidas de acuerdo a
una matriz de probabilidad conjunta m € Ds, en t = 0, y la parte donde coalescen los dos

procesos, a partir de que evolucionan como procesos independientes, resulta

R(t)

= </_;+/Ot>P*(t—a)H(a)P(t—a)(ﬁe5%>dcf (3.4)

- P Uiop* (=) T () P (=0) <2N1<U)e—ff%> da] x

Pl L [ P o) P L A
BT 1 [P =) P - 0) (g T ) o

= P*(t)R(0)P(t)e —Jo =ty

P T Pt —o) (= T ) o (3.5)
0 2N (o)
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Figura 3.6:

Suponiendo que los dos individuos no coalescen entre [0,t), si no entre (—oo,0),

los estados de sus alelos tienen distribucién conjunta R (0) dada por

0 0 du
R(O):/_ P*(—U)H(U)P(—U)<2N1(U)e—fom> do (3.6)

y distribuciones marginales 7 (0) (ver Figura 3.6).
Definicién 3.3 . © : (* — M, operador positivo tal que ||©| = 1, estd dado por

06 => &ei®e = (§0i5); jes-

€S
Este operador transforma un vector en una matriz diagonal con entradas diagonales

idénticas a las del vector.

Definicién 3.4 . K : Mg — (1, operador positivo tal que ||K|| = 1. Para u € My tal que

p=(t;)ijes, K(u) estd dado por

K(u) = Zﬂz‘,j = Z”i,j

j20 €S 20 jes
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El operador K calcula la distribucién marginal de la distribucién conjunta.

Debido a que el tamano de la poblacién N = N(t) depende de t, el proceso de
Markov (X1(t), Xa(t)), t > 0, en S x S, no es homogéneo en el tiempo. Por tanto, para
describir la historia del proceso (X1(t), X2(t)) se necesita la asi llamada familia de evolucién
de operadores

R(t,s) : Mg — M;

dada por

R(t,sym = e Js =it T(t—s)m

t—s 1 7ft "
F— t—u 2N(U)T P _ _ K ‘
+/0 N (¢ ) (WOP(t—s—uKmdu  (3.7)

donde R(t,s) es un operador tal que
R(t,s) =1, R(t,s)R(s,u) = R(t,u)

para t > s > u > ty. R(t,s) en M. Si m es la distribucién de (X(t), X2(t)), t > 0 al
tiempo s, entonces al tiempo presente ¢t > s su distribucién estd dada por R(t,s)m.

Para entender la Ecuacién (3.3) observemos que existen dos posibilidades para la
evolucion del sistema en el intervalo de tiempo [tg, t). Si en este intervalo no hay coalescencia,
lo cual ocurre con probabilidad ps (t), entonces el estado del proceso (X1 (t), X2(t)) al tiempo
t es el resultado de la accién de T (t — tp) en el proceso de mutaciones. Si la coalescencia
ocurri6 al tiempo s € [to,t), entonces el proceso (X1(t), X2(t)) es el resultado de la accién

de © en el proceso de mutaciones seguido de la accién de T'(t — s) .

Corolario 3.5 Si {P(t), t > 0} es una familia de operadores de Markov, es un operador

que a R(0) — R(t), es positivo si R(0) lo es y |[R(t)||pm = ||R(0)||m, para cualquier R(0) €
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M.

Demostracion. Suponga que R(0) > 0y ||R(0)||p = 1. Ciertamente, por (3.5), R(t) > 0.

Por la Proposicién 2.19,

du

t
) — o d8 Ty g S o .
ZRm(t) =e 'O W Z(R(O))m +/0 IN () © 2N Z(Qﬂ)mds-
2,] 2,7 2¥)
Como Zi,j(R(O))i,j =1y Zi,j(@W)i,j =), m =1, resulta

s _du

—ft du ¢ 1 _ (5 _du
D Rij(t)=e o4 /0 e Jo NG ds = 1. (3.8)
2%

2N (u)

Introduciendo la fuerza de la deriva genética al modelo, no cambia la dindmica de
las distribuciones marginales, solamente varia la dindmica de las distribuciones conjuntas,

como se muestra en el siguiente resultado.

Lema 3.6 Las distribuciones marginales de R(t,s)m y T'(t,s)m son iguales a las distribu-

ciones marginales de P(t,s)Km.

Demostracion. Poniendo m =e; ® e; y T(t) = P(t) ® P(t) se verifica que

KT(s)m = P(s)Km, s>0, meée Ms,, (3.9)

KOr =z, zelt, KO=I.

Asi, de (3.9) y de las propiedades del semigrupo,

KT(t —u)OP(u—s) = P(t—u)KOP(u—s) = P(t —s).
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Por lo tanto,

t _du
KR(t,s)m = ¢ s ot KT(t—s)m

t 1 _ff —dv__
u 2N (v) _ —
—i—/s 5N (u)e KT(t —u)®OP(u — s)Kmdu

7ft du
= e J2INWP(t—s)Km

"L IS s Kmd
—i—/s 2N(u)e (t — s)Kmdu

t u t t _dv
— e Js % + ;e*fu 216(11) du| P(t —s)Km
s 2N (u)

= P(t—s)Km,
t  du t _dv
pues, debido a (3.8), ¢ Js Wt + fst le(u)e_ Ju NG oy = 1. [ ]

3.2 Comportamiento asintético de las distribuciones de (74, 0y) .

La manera en la cual la deriva genética influye en la distribucién conjunta del
proceso (X (t), Xa(t)), estd muy relacionada con el comportamiento asintético de la familia
del par de variables (74,04 ), donde ¢’ es una representacién abreviada de ¢t — s y la variable

aleatoria Ty estd definida en el intervalo [0,¢'] de tal manera que

P[TtIZU]IeXP{/tiu%},

(y en particular, P [ty > t'] = exp {— fst %}) La variable aleatoria o se define como

t' — 7p. Intuitivamente, oy es la cantidad de tiempo en el intervalo [0,t] antes de que el

proceso (X1(t), X2(t)) se dividiera en dos procesos independientes; mientras que 74 es la

cantidad de tiempo durante el cual dos procesos, que inicialmente eran idénticos , i.e., al

tiempo ¢t = 0, han evolucionado independientemente, como se muestra en la Figura 3.7. Es



65

Figura 3.7:

importante mencionar que este proceso de ramificacién se repite en futuras generaciones
como se muestra en la Figura 3.8.

Para describir el comportamiento asintético de las distribuciones del par de vari-
ables (T4, 04) usaremos el teorema de representacién de Riesz (ver Bartle, 1966, Capitulo
9), el cual establece una correspondencia biyectiva entre medidas regulares de Borel sobre
un espacio compacto S y funcionales positivos en el espacio C (S) de funciones continuas. En
la descripcién del comportamiento asintético de las distribuciones de (74, 0y) las medidas

se representan como funcionales.

Lema 3.7 Sea S =10, 00]2 y sea py la distribucion conjunta del par de variables aleatorias
(t,0¢) en'S. Las medidas {py} convergen débilmente, cuando t — oo, a una medida p en

S que depende del comportamiento de la funcién N(-) de la siguiente manera:

(a) Si limy_,o N(t) = 0, entonces p es la medida puntual de Dirac 049} con
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Ancestro comun

t: tiempo presente

Figura 3.8:

masa en {0,00} € Ry x R.
(b) Si limy_oo N(t) = N, donde 0 < N < oo, entonces p visto como un funcional

en el espacio C (S) de funciones continuas y acotadas en S, estd dado por

f»—>%/0 e_ﬁf(t,oo)dt para f € C(S).

(¢) Si limyoo N(t) = 00y [° % = 00, entonces p es la medida puntual de
Dirac 0 (o000} cON Mmasa en {00, 00} ..

(d) Si limy_oo N(t) = 00 y [° % < 00, entonces p, visto como un funcional

en el espacio C (S), estd dado por

fHeXp{— /sm%}f(w())

S R

Demostracion. Para cualquier v,w > 0, y t suficientemente grande tal que t — s —w > v,
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y por la Ecuacién (3.2)

pr [(v,00] X (w,]] = Plo<ty <t—s—w)
= Po—t<tpy—t<—(s+w)

= Plt—v>t—71p >s+w

du

du

= e fttfu 2N(w) — e fst+w W(u)’ (310)

donde t—74 es el tiempo de coalescencia. Por tanto la expresién anterior se puede interpretar

como la probabilidad de coalescencia en [s + w,t — v]. Entonces

du du

t t
lim py [(v, 00] X (w, 00]] = lim ¢ S @ i ¢ Jorw WD (3.11)
t—o00 t—o0 t—o0

En el caso (a), cuando el tamano de la poblacién decae hasta cero en el limite, para v = 0
el primer limite a la derecha de (3.11) tiende a uno pues la integral sobre un punto es cero.
Para probar que el segundo limite en el lado izquierdo de (3.11) tiende a 0, es suficiente

t
demostrar que [ 5 137(‘“)

tn
= 00. Sea t, ] coy sea an = [, du__ Probaremos que para

s+w 2N (u)

toda M >0 da, tal que a, > M. Seau>s+wtalqueﬁ(v)>Mparatodav>u,y

sea n tal que t, > u + 1. Entonces

/t" dv B /“ dv +/t” dv
s+w QN(U) s+w 2N(U) u 2N(U)

“ dv tn
> — + Mdv
/s—l—w 2N(U)

u

u dv
= + M(t, —u) > M.
/s+w o) T M)

Haciendo n — oo, y tomando el limite cuando t — oo

lim t du _/oo du >/t" du Y,
=00 Jo i 2N(u> B s+w QN(U) T Jstw QN(U) '
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Haciendo M — oo se obtiene lo deseado. En el caso cuando v > 0,

lim exp < — /t d—u =0
t—00 P t—v 2N(u) B

t du
li — = 0.
imen{- [ i) < °

du
2N (u)

.. . t
Por un argumento similar al anterior, co < ft_v < oo. Entonces

tlifélopt' [(v,00) x (w,00)] =

0 sea, py — 0(p,00)(+), .. py converge a la medida de Dirac en el punto {0, 00} .

La interpretacién en términos de los tiempos o y 7, es que debido a que cuando
t — oo, la poblacién tiende a ser pequena por lo que el tiempo de coalescencia de los dos
alelos seleccionados es muy corto, que comparado con el tiempo transcurrido hasta ¢, es
cero. A partir de ese momento los dos alelos son del mismo tipo durante un tiempo infinito.
Este resultado indica que todos los individuos en la poblacién tenderdn a ser del mismo tipo
de alelo, como se observa en la Figura 3.2 (Seccién 3.1.2).

En el caso (b), con 2N (t) asintéticamente constante, (3.10) y (3.11) implican que

lim ex —/t du =ex {—L}
e TPV ) 2Ny [ T TP TN

* 1 u
:/v ﬁefﬁdux%o(w,oo],

por tanto la medida py sobre S tiene por limite débil a la medida
1w
N ¢ 2N du X 0oo(dV).

Lo anterior implica que para toda funcién continua y acotada f : S — R se tiene

//pt/(du,dv)f(u,v)H//f(u,v)%e%duéoo(dv).
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El tamano de la poblacién tiende a ser constante y la variable aleatoria 7 tiene funcién

de distribucién exponencial con pardmetro ﬁ En la Figura 3.3 se muestran simulaciones

del comportamiento de los dos alelos con N (t) asintéticamente constante. El tiempo que

tardardn en coalescer los dos alelos estd distribuido exponencialmente y es finito.

En (c), cuando el tamano de la poblacién crece a infinito pero de manera lenta,

ie., fsoo 213

l(’v) = 00, para toda v la Ecuacién (3.11) se reduce a

lim e /t du 1
X — _— =
e TP T S 2Ny S T

pués tenemos que
2N (U)yeft—v,g = 2min 2N (u).

De aquf se sigue que

1
<
2N(u) — 2min 2N (u)’

y aplicando el limite cuando ¢ — oo en ambos lados de la desigualdad y por la Hipétesis

(3.2) se tiene

1
2N (u)

0< <—>0,

1
0
por tanto, ﬁ(u) = (0. De lo anterior se tiene que py — 5(00700)(-), i.e. py converge a la
medida de Dirac en el punto {co, 00} . En este caso, aunque la poblacién crece a infinito, de
manera lenta (consideramos en las simulaciones un crecimiento lineal), la deriva genética
estd todavia presente. Debido a que la poblacién tiende a infinito en un tiempo infinito,
se requiere de 7 = oo para la coalescencia de los dos alelos en cuestién, sin embargo, el

resultado sugiere que lo mismo pasard con el teimpo en que los dos alelos permanecen

idénticos.



En (a), (b) y (c) se asume que el crecimiento poblacional es lento, i.e., [ 5 ng(u) =

En (d), cuando la poblacién crece a infinito pero de manera répida (ver Figura

3.5), se tiene que limy_,, exp {— ft’:v #%u)} = 1. Usando la hipétesis fsoo 2]3?“) < 00, esto

[Lwta- [ [

se demuestra como

Yy puesto que

se obtiene haciendo t — oo

im [ —hm/wd—“—hm/wd—“—o
t=00 Jy_y 2N (u) — t=00 Jy_y 2N(u)  t=oo Jy 2N(u)

Por tanto, tenemos

Jim pe (0,00]x (o] = 1 —esp { [~ st

Este limite visto como un funcional sobre el espacio C (S) de funciones continuas en S, estd
determinado por la expresién siguiente (usando de nuevo el teorema de representacién de

Riesz):

Para este caso, resulta un tanto compleja la interpretacién en términos de los

tiempos 7 y o. Debido a que la poblacién crece rédpidamente a infinito (como se muestra



71

en la Figura 3.5, con poblacién que crece exponencialmente), entre s e infinito puede no
haber coalescencia o entre s e infinito puede haber coalescencia y los alelos permanecen en
el mismo estado durante un tiempo finito. En términos de las probabilidades de los dos
alelos, viendo los efectos de la deriva genética, segin las simulaciones, observamos que la
deriva genética actia durante un tiempo corto y a partir de un determinado momento los
efectos de la deriva genética son nulos, las frecuencias de los alelos se estabilizan conforme
al principio de Hardy—Weinberg, permaneciendo asi durante un tiempo infinito, por lo que

es probable que los dos alelos no coalescan.
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Capitulo 4

Mutacion contra deriva

En esta Seccion se estudia el papel que juegan dos fuerzas genéticas: la mutacion y
la deriva genética aleatoria. Esto se hace examinando tanto la distribucién cuasiestacionaria
condicionada a no absorcién como la forma de la funcién de velocidad de escape, bajo
diferentes escenarios de comportamiento asintético del tamano efectivo de la poblacién
2N ().

Con este objetivo, en la Seccién 4.2 se obtiene la funcién de velocidad de escape
y la distribucién cuasiestacionaria condicionada a no absorcién en el estado (0,0) y en el
margen. Ademsds, se hace una comparacién de éstas con las del modelo sin deriva, las cuales
se presentaron en el Capitulo 2. Para comprender mejor cudles son los efectos de la deriva
genética en presencia de mutaciones, en la siguiente Seccién se presentan simulaciones de

la evolucién de dos cromosomas, bajo el modelo de Wright-Fisher-Moran.
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4.1 Simulacién de la evolucion de dos alelos bajo el modelo

de Wright-Fisher-Moran en presencia de mutaciones

El objetivo de esta seccién es ilustrar graficamente cudles son los efectos de la
deriva genética en presencia de mutaciones para la evolucién de dos cromosomas, bajo el
modelo de Wright-Fisher-Moran (ver Secciones 1.1.2, 1.1.3 y 3.1.1). Aunque el proceso de
mutaciones no corresponde al que cominmente se usa en la modelacién de microsatélites,
en la Figura 4.1 se muestran los efectos de la deriva genética bajo mutacién con la finalidad
de describir la probabilidad del alelo. En cada gréfica presentada a continuacién, cada
trayectoria representa la evolucién de un tipo de alelo en una poblacién, en cada figura se
simula la evolucién del alelo en 10 poblaciones. El tiempo estd medido en N generaciones.

En la Figura 4.1 se muestran los efectos de la deriva genética sin mutacién y con

mutaciones bajo el modelo de Wright-Fisher-Moran, tal que en la ecuacién (1.1),
. . 2N\ i
P(Xni1=j| Xa=1)= ( j >p§(1 - i)V,

? ?
(1= 1— —

donde v es la probabilidad de mutacién del alelo tipo 1 al alelo tipo 2, y i es la probabilidad
de mutacién del alelo tipo 2 al alelo tipo 1. En este ejemplo se tienen dos microsatélites de
longitudes sg = 2 y s; = 3 respectivamente, cada uno con la misma proporcién inicial en la
poblacién. En las gréficas de la segunda columna de la Figura 4.1 se presentan los efectos
de la deriva genética aleatoria sin mutaciones para poblaciones de tamafio constante de 100
y 18, respectivamente. En la primera columna de la misma figura se muestran los efectos

de las dos fuerzas genéticas, deriva y mutaciéon. Cuando solamente actia la fuerza de la
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deriva genética en una poblacién, un alelo se fijard o perderd mas rapido en la poblacién que
en presencia de deriva genética y mutacién, como se muestra en la Figura 4.1 (comparar
gréficas de ambas columnas). La probabilidad de una mutacién es del orden de 107, aqui,
para ilustrar lo anterior se toman las mutaciones con v = 0.05 y x4 = 0.06. Las mutaciones

introducen diversidad, o variabilidad en las poblaciones.

N=100. Con mutation v=0.05, m=.06 sin mutacion

1.0

0.6

0.4

0.2

0.0

N=18 Con mutacion sin mutacion

1.0

04 06 08

0.2

0.0

Figura 4.1
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4.2 Forma de la DLC del modelo con deriva genética aleato-
ria

La demostracién del siguiente teorema se basa en el Lema 3.7. En el Teorema 4.1
se presentan distribuciones limite en funcién de operadores lineales fuertemente continuos,
bajo diferente comportamiento asintético de N(t). Es de gran utilidad para obtener la
forma de la distribucién limite condicionada a no absorcién (tanto en el margen como en el

origen) del proceso (Xi(t), X2(t)) del modelo con deriva genética aleatoria.

Teorema 4.1 Sean X y Y dos espacios de Banach, y sean V (t) € L(X), W(t) € L(Y),
t > 0, familias de operadores lineales fuertemente continuos en X e Y respectivamente
tales que V(0)z =z, W(0)y =y, y los limites lim;_,oo V(t)z = V(00)z y lim_co W (t)y =
W (o0)y existen para cada x € X y caday € Y. Mds aun, sea © € L(X,Y) y K € L(Y, X)

operadores lineales acotados. Se define U(t,s) € L(Y) como

Ult,s)y = eXp{—/: 251;“)}1/1/(15—5)?;
+ /Ot_s m exp {— /;u %} W (u)OV (t — s — u)Kydu.

Entonces el limite de U(t, s)y cuando ¢ — oo depende del comportamiento de N(-) de la
siguiente manera:
(a) Si limy_,00 N(t) = 0, entonces lim;_,o U(t, s)y = OV (00) K

(b) Silim¢—oo N(t) = N, 0 < N < oo entonces

t—o00

hm Ult,s) 2N/ W (t)OV (c0) Kydt.
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() Silimg oo N(t) =00 e [ =& = o0, entonces

tlim U(t,s)y = W(c0)OV (0)Ky.

(d) Silimyoo N(t) =00 e [;° 216%) < 00, entonces

Jlim Ut,s)y = W(oo)[exp {_ /:0 QJ?(LU) } Y

o | avnrer{ L v ) Voo

Demostracion. Lo anterior es consecuencia directa del Lema 3.7 y de convergencia débil. De

las hipétesis se tiene que V' (t) y W(t), t > 0, son familia de operadores fuertemente continuos
tales que W(0) = I, V(0) = I, y [W(t)llzyy < LIV(#)llzx) < 1. Ademds, por (2.20),
se tiene que sup;>omax {||V (¢)|[, [[W(t)[|} < oo, por tanto V() y W(t) son equiacotados.
Fijemos y € Y. La funcién Z(v,w) = W(w)OV (v)Ky es continua en S =0, co] x [0, 00] .
Ma3s atin,

b du
Ut,s)y = exp{—/s %(u)}W(t—s)[y—@Ky]—i—EZ(Tt,,Ut,)

_ exp{—/:%}wa—s)[y—@[(y]+/Sdet/

tomando la derivada de la Ecuacién (3.10)

TR Y B A POl

Sea

aw) = - (P{‘/ et

1 /t dv 0<y<t
= ———exXpq— .
INGE—u) P\ Ju2N@) [ ==
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Nétese que para todos los casos, el segundo término en dpy tiende a 0 cuando t — o0, lo

cual se demostré en el lema anterior, y el primer término de U(¢, s)y es cero para los casos

(a), (b) y (c), pues lim;_,~ exp {— fst 2](1,7@)} = 0, por lo cual, para (a), (b) y (c),

t
lim U(t,s)y = lim [ Zdpy = tlim / gt ()W (u)OV (t — s — u)Kydu
S —Js

t—o00 t—o00
t
= lim [ g(u)W(u)OV(t—s—u)Kydu.
0

t—oo

Para (a), usando los resultados del lema anterior, donde [;° g¢(u)du es igual a

i=s ¢ du
li —— - =1
oo o du (ex"{ / 2N<u>}> du=1,

y W(0) =1,
t—s
tlim Ult,s)y = tlirn g(W)W(u)OV (t — s — u)Kydu
—00 —0o0 Jo
= @V(oo)Ky/ g(u)du
0
= OV(o0)Ky.
Para el caso (b), tomando el limite y sustituyendo g;(u) = ﬁefﬁ,
t—s
lim U(t,s)y = lim gt(W)W (u)OV (t — s — u)Kydu
t—o00 t—o0

0
1 ©w
= W/o e 2N W (u)OV (co) Kydt.

En el caso (c),

t—s

tlim Ut,s)y = tlim gt ()W (u)OV (t — s —u)Kydu
— 00 — 00 0
= W(oo)@V(oo)Ky/ g(u)du
0

= W(00)OV(o0)Ky.
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Finalmente, para (d),

. . bodu
fm Ut s)y = }L%loexp{—/s W}W“‘SW
t—s
+ tlirn gt(W)W (w)OV (t — s — u)Kydu.

Haciendo el cambio de variable u =t — s — u y aplicando el limite en ambos términos,

. - > du
tli)fg)U(tas)y = eXP{—/S M}W(oo)y
t—s
—i—tlim / gt(s +Fu)W(t —s —u)OV (u)Kydu

AR R o A

de donde se sigue (d). [ |

4.2.1 Forma de la DLC condicionada a no absorcién en el origen

El anélisis que se presenta en esta seccion parte de la siguiente definicién de dis-

tribucién cuasiestacionaria dada por Bobrowski (2004).

Definicién 4.2 Una distribucion mg € Do N M es una distribucion cuasiestacionaria de
dos cadenas de Markov (X1(t), X2(t)) relacionadas por la distribucion de (t,,,0,,), condi-

cionada a la no absorcion en (0,0) si

lim v(t)BT(t)m = b(m)myg

t—o0

para alguna funcion v y ¥ m € Dy N My, donde b(m) es una constante la cual es diferente

de cero a menos que Bm = 0.
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Se dice que v es la velocidad de escape al origen (0,0). Por otro lado, mg es la

distribucién limite condicionada a no absorcién al margen si se cumple

lim v(t)CT (t)m = c(m)myg

t—o00

para alguna funcién v y V. m € Dy N My, donde ¢(m) > 0 que es sélo cuando Cm = 0
si y sélo si C(m) = 0. El Teorema 4.3 da la forma de la distribucién limite condicionada
a no absorcién al origen (0,0), del proceso (Xi(t), X2(t)), bajo diferente comportamiento

asintético de N (t), en el modelo con deriva.

Teorema 4.3 Para cualquier m € Dy N My, el limite limy o eV(t_S)BR(t, s)m existe y es
iqual a

a(Km)Ozxg st limy—,00 N(t) = 0,

allfm) 10 o3 1 BT(+)Ozodt  si limy o0 N(t) = N,0 < N < o0,

r1(m) [zo ® eg + eg ® x) st limy_oo N(t) = 00,

donde r1(m) es una constante no negativa y ri(m) =0 si y sdlo si Bm = 0.

Demostracion. Se tiene que

T(t)(eo®eg) = (P(t)® P(t))(eo ® eg)
= P(t)eg ® P(t)eq

= ey ® eg.

Ademds BO = ©A, ademds BT'(t) = BT(t)B, y consecuentemente

BT(t)OP(t' —u) = BT(t)OAP(t' — u).
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Usando que B es acotado, se sigue de la Ecuacién (3.7) que

(t—s) b du t '
eI BR(t,s)m = exp< — e’ BT (t")m

2N (u)
+/t/ 1 o _/t dv
o 2N({t—w) P\ )i 2N(0)
x BT (u)0e" " "W AP(' — u)Kmdu. (4.1)

Por tanto el operador U(t, s) = €’ BR(t, s)m tiene la forma descrita en el Teorema 4.1 con

V(t) = e AP(t)K y W(t) = e BT(t). Debido a (2.11),

lim e AP(t)Km = lim V(t)m = V(co)m,
t—o0 t—o00
V(co)m = a(Km)zo, (4.2)

donde a(Km) es constante, y por el lema 2.20,

tlim BT (t)ym = tlim W (t)m = W(oco)m
Wi(oco)m = b(m)[xo® ey + eg @ o). (4.3)

Entonces por el Teorema 4.1(a)

tlim U(t,sy)m = OV (oco)m = Oa(Km)xo

= a(Km)OBOwx,
y por la parte (b) del Teorema 4.1

lim U(t,s)m = L/ e~ 28 W (u)OV (c0) Kmdu
N J,

t—o0
1 R
= — e 28" BT (u)Oa(Km)Bxodu
2N J,

K o0 U
= a(sz)/o e 2N 7" BT (u)©zodu,
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quedando demostrados los primeros dos casos del teorema. Por la parte (c) del Teorema

4.1

tliréloU(t,s)m = W(c0)OV (co)m

= W(c0)Oa(Km)xg
= a(Km)W(00)Ox

= a(Km)W(oco)m, donde m = Oz

a(Km)b(©xg) [xo ® eg + eg @ xo]

Tl(m) [CEQ Xeg+ e X x()] ,

donde 71 (m) = a(Km)b(©xg). Por (d) del Teorema 4.1,

lim U(t,s)m =

t—o0

donde

ri(m) =

SR
W (50)0 /0 - m exp {— /u o: %} V(w) Kmdu
[ e
SRR P
oo (- [ g o+

b <@ /O h m exp {— /u O: %} e”“AP(u)Kmdu)

r1(m) [zo ® ep + eg @ o],

ol sl

(o e[ ) aronns).
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con lo cual queda demostrado el iltimo caso del Teorema. |

La interpretacién genética del Teorema 4.3 es la siguiente: la distribucién limite
condicional de dos cadenas de Markov condicionadas a no absorcién en el estado (0,0), es
igual a O si lim;_,o 2N (t) = 0, es decir, la distribucién se concentra en la diagonal, por lo
que la deriva genética aleatoria alcanza su fin: fijacién de alelos, es decir, uno de los alelos
se perderd y el otro se fijard en la poblacién. Si lim;_,o, 2N () = oo, entonces la distribucién

limite condicional es igual a la del modelo sin deriva, pues en el modelo sin deriva

lim " BT (t)m = b(m) [z ® e + eg ® Zo]

t—o00

mientras que en el modelo con deriva
1tlim "' BR(t,s)m = r1(m) [xo ® eg + e @ 0] .
— 00

Si limy 0o 2N(t) = 2N > 0, entonces la distribucién limite condicional es un multiplo

escalar de la transformada de Laplace de t — €7 BT'(¢)0zg en A\ = ﬁ

4.2.2 Forma de la DLC condicionada a no absorcién en el margen

Para encontrar limites relacionados con el operador C, el razonamiento y resul-
tados son similares a los presentados en el Teorema 4.3. Por el Lema 2.20, las colas de
las distribuciones de los tiempos de absorcién en el origen y en el margen, es decir, de Ty
y T, respectivamente, son diferentes: las de Th; son mucho mads ligeras. Por otro lado,
la integral en el segundo sumando del lado derecho de la Ecuacién (3.7) describe el hecho
de que la evolucién de distribuciones de dos procesos consisten de dos fases relacionadas

con las variables aleatorias 7,,,0,, consideradas en el Lema 3.7, es decir, existen dos posi-

tr

bilidades para la evolucién del sistema en el intervalo de tiempo [to,t). Si en este intervalo
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no hay coalescencia, lo cual ocurre con probabilidad ps (t), entonces el estado del proceso
(X1(t), X2(t)) al tiempo t es el resultado de la accién de T (t —tp) en el proceso de muta-
ciones. Si la coalescencia ocurrié al tiempo s € [to,t), entonces el proceso (X1 (t), Xa(t)) es
el resultado de la accién de © en el proceso de mutaciones seguido de la accién de T' (¢t — s) .
Durante la primera fase, antes de la separacion en el tiempo o,, se podria pensar en dos
procesos idénticos, su distribucién estd concentrada en la diagonal. El tiempo de absorcién
al margen para tal par "degenerado" es sélo el tiempo de absorcién en el 0 para un pro-
ceso univariado, y las colas de la distribucién de este tiempo de absorcién son O(e™7*). Sin
embargo, en la segunda fase, después de la separacion, el tiempo de absorcién al margen es
mucho m4s corto: las colas de su distribucién son O(e=*"*) cuando t — oo. Por tanto, la
velocidad con la cual el proceso escapa al margen depende de la longitud de esas dos fases
y, consecuentemente, de 2N (t). Este no fue el caso para el tiempo 7 porque en ambas
fases la velocidad de escape fue la misma. Para la absorcién al margen, si 7o, es finita, la
velocidad de escape es, "la mayor parte del tiempo "e7'. Si 74, es infinita (ver Lema 3.7),
0,, puede ser finita o infinita y las cosas se hacen un poco més complejas ; pero al menos si

2N (t) crece suficientemente rapido, la velocidad de escape que domina es €27,

Teorema 4.4 (a) Para cualquier m € Dy N M, el limite limy o ?*~)CR(t, s)m existe

y es igual a

a(Km) st tlim N(t)=0

W [ e ' CT () Ot si limg oo N(t) = N,0 < N < 0.

(b) Silimy_,oo N(t) = 00, fsoo Qng(LU) <0y

/oo 1 e _/00 dv du < oo
. 2N TP ), 2N() !
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entonces

tlim =D CR(L, s)ym = ro(m)zo ® o, (4.4)
— 00

donde ra(m) es una constante no negativa y ro(m) =0 si y sélo si Cm = 0.

Demostracion. El operador U(t,s) = e CR(t,s)m es dado por (4.1), donde B es reem-
plazada por C. Como en la prueba del Teorema 4.3, por el Lema 2.20 se puede aplicar el
Teorema 4.1 a U(t,s) con V(t) = e AP(t)K y W(t) = e CT(t) para obtener (a).

Para demostrar (b), partimos de (3.7) poniendo €'V (t) = e2""AP(t)K y w =
t — s —v. Entonces

X CR(t, sym = Uy(t, s)m + Us(t, s)m

donde

¢ t
Us(t, s)m = /0 m exp {— /+ %} == COT(t — s — v)Oe? AP(v) Kmdv

tomando w =t —s—v

t t
Usa(t, s)m = /0 m exp {— / 2131@) } e CT (w)Oe*1” AP(v) Kmdv.
s+v

Aqui 7V (v) = 2V AP(v)K y W (w) = 27 CT(w), por lo que

Us(t,s)m = /Otl m exp {— /S:v 2131(2) } e’'W (w)OV (v)mdv

= /qut7
S
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donde Z(v,w) = W(w)OV (v)K y ¢ es la medida en el espacio S=[0,00]* concentrada en

la diagonal ¢ — s — v = w, con marginal y; en el eje v dada por

O e el O

Argumentando como en el Lema 3.7 vemos que, cuando t — 0o, g; converge débilmente a

la medida ¢ concentrada en R x {oo} dada por

R e S e i

Para toda vg,wg > 0 y t suficientemente grande,

y cuando t — oo, esto converge a

0(owsl o) = [ gxrrer = [ ot

De las expresiones anteriores se tiene

lim 2" CR(t, sym = hm Ui(t, s)m + hm Usa(t, s)m

t—o00
entonces,

lim Ui (¢, s)m = hm exp{ du } ter

t—o0 s (u
= lim exp { } W(t—s)m

— 00 s

- ool [ oy >}W< o
~ o(m) _/ du ©
= c(m)exp ; 2N( ) To &8 To,
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ya que, por el Lema 2.20, W (o0) = ¢(m)zo ® o,

¢ 1 t du
im U = 1 - — v
thm a2(t, s)m = thm . AN 1) exp { /S JIN(@) } e’'W (w)OV (v)mdv

— W(oo) [ /0 h m exp {— / :o . ]if?u) } ew@eWAP(v)mdU] 20 ® 70,

por lo que (4.4) se cumple con

) = <o {- [ )
Y L T P

Es importante resaltar el hecho de que las medidas ¢; que aparecen en la demostracién
del Teorema 4.4 no son medidas de probabilidad. Por definicién de convergencia débil dado
un espacio medible (S, B(S)) donde S = [0,00]%, ¢ : B(S) — Ry, y oo : B(S) — Ry
entonces se dice que V A € B, tal que q(dA) =0, A = A N A", ¢;(A) converge débilmente
aq(A)siVe>03N tal quesit> N entonces | ¢(A) — q(A) |[<e.

Las hipdtesis en (b) equivalen a [° % < 00, donde 2N, (u) = 2N (u)e ™.
Entonces (b) puede establecerse como sigue: si el tamaiio de la poblacién modificada 2N, (-)
crece rapidamente a infinito, entonces la masa de probabilidad de la cadena de Markov

27t y ]a distribucién cuasi-estacionaria es zg®xo. Debido

escapa al margen con la velocidad e
a (2.19), tanto la velocidad de escape al margen como la distribucién cuasiestacionaria del

modelo con deriva genética (4.4) son las mismas que las del modelo sin deriva dada por

(2.19), i.e.,
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Forma de la DCE del Modelo sin deriva: tlim eOT(t)m = c(m)zo @ 0
— 00
Forma de la DCE del Modelo con deriva: tlim et CR(t, s)m = r2(m)xo @ 0.
— 00
Forma de la DLC condicionada a no absorcién en el margen con crecimiento

poblacional lento

Fuera de la absorcién en el origen (0, 0), los dos modelos son similares sin tomar en
cuenta la manera en que la poblacién crece a infinito, es decir, en este caso tanto el tamario de
la poblacién modificada como el tamano de la poblacién crecen rdapidamente a infinito, i.e.,
exponencialemente, sin considerar las posibles combinaciones, i.e., crecimiento poblacional
rdpido con crecimiento poblacional modificado lento por ejemplo., lineal. La Proposicién 4.5
cubre un escenario de interés: cuando el crecimiento de la poblacién es lento; la Proposicién
4.6 cubre el escenario cuando el crecimiento de la poblacién es rdpido acompanado por
crecimiento lento del tamafio de la poblacién modificada (2N, (u) = 2N (u)e™ ). Es de
interés ver cudl es la forma de la distribucién cuasi-estacionaria en ambos casos y establecer

una comparacién entre los dos modelos: con deriva y sin deriva genética aleatoria.
Proposicién 4.5 Si 2N(t) = % parat > s > 0 y algin o > 0, entonces
. o
tlim te" CR(t,s)m = a(Km)a/ e CT (u)Oxpdu, (4.5)

donde t .=t — s; y bajo el supuesto de que m € My, Cm # 0 y ast, la distribucidon limite
condicional es un multiplo de la integral del lado derecho de (4.5), y la velocidad de escape

es t’ew,v > 0.

Demostracion. Usando la hipétesis 2N (t) = L se tiene que

[t (2).
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Entonces

, : b du g 1
~t — ! vt _ / / _
te’ CR(t,s)m t'e™ exp { /S 2N (@) } CTt)ym+t /0 AN(t — u) x

exp{— /t; dv }evt‘CT(u)@P(t—s—u)Kmdu. (4.6)

Como exp {— fst 215%0} = exp {ln (%)a} = (%)a, entonces exp {— fttiu 2131(’1))}
= exp {ln (“T“)a} = (“T“)a Y —2N(Lu) =y et = (t=8) = gruey(t=s—u), Sustituyendo

las expresiones anteriores en (4.6) obtenemos

luego,
: 8\ vt ot (t—u\®
lim e’ CR(t,s)m = lim t'e" (f) CT(t—s)m+ lim — a ( u) X
t—o0 t—o0 t t—oo t Jog t—u t
" CT(u)Oe" !~ Pt — u) Kmdu. (4.7)

Por el Lema 2.20 el primer término del lado derecho de la Ecuacién (4.7) tiende a cero, por

lo que t:¢" CR(t, s)m tiende al mismo limite que

ot ot (t—u\® u (' —u) pry
- — - e""CT(u)Oe” P(t" — u)Kmdu
0 t—

—1 ,
= « (1 - %) / (1 - %)a OT (w)O = Pt — u)Kmdu.
0
Debido a las desigualdades en (2.20), el integrando de arriba estd dominado por

aL21[07tq (1 + %) e < al? (1 + %) e
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entonces por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue

s t—s wuya—1 ,
i _ 2 = Tu Y —u) py —
lim « <1 t) /0 (1 t) e’CT(u)Oe P(t' —u)Kmdu  (4.8)

t—o0

= tli)rgoa <1 — ;) /Ot—s <1 — %)a_l e CT (u)OV (' — u)mdu

~ 1) /0 T (1) T (w)OV (00)mdu

= oz/ooo e"CT (u)OV (co)mdu,
debido a que V(o0) = a(Km)zo; (4.8) es igual a
! /000 e"CT (u)Oa(Km)zodu = a(Km)a /000 e"CT (u)Oxodu, (4.9)
como es deseado. ]

La hipétesis de la Proposicién 4.5 indica que el crecimiento de la poblacién no es
tan rapido y la forma de la distribucién cuasiestacionaria (4.9) es diferente a la del modelo
sin deriva (2.19), contrario al resultado del Teorema 4.4 (b), es decir, que si la poblacién
crece rapidamente, i.e., exponencialmente con pardmetro al menos 7, la distribucién cuasi-
estacionaria y la velocidad de escape de la masa al margen son la misma como en el modelo

sin deriva.

Proposicién 4.6 Supdngase que la funcion 2N (-) es continua para argumentos suficiente-
mente grandes y que existe una k£ con 0 < Kk < v y tal que liwqoo;]y—d% existe y es una
constante distinta de cero, donde ¢(-) es diferenciable y positiva para argumentos grandes y

limy— oo ﬁ/((f)) =0. 5 f em¢ gy < 00, entonces

B o0
lim 2N (t)e™ CR(t, s)m = a(Km)/ e CT (u)Oxodu, m e Mg, Cm # 0.
0

t—o00
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Demostracion. Para cualquier € > 0 y ¢ suficientemente grande

Ao Ten
4 oitye=" = o(t) [W—] ‘<,

lo cual implica que ¢(t)e=! es una funcién decreciente para t suficientemente grande. Por

lo tanto el limite lim;_, o gzﬁ(t)e_at = lim; 0 % existe.

Aplicando la regla de L’Hopital y multiplicando por %, y por el supuesto de que

P!(t)

tli)rgo OR 0, obtenemos
, et VB OE) L Pl(E) (E)
fm oe ™ = I ST o0 % () set O (4.10)
Tenemos que
lim 2N (t)e™ CR(t,s)m = lim 2N(t)e™ exp{ — / i CT(t)
P ¢ me = © oPp s 2N(u) "
t 1 t dv ,
2N (t _ — vt
230 [ o= )
xCT(u)OP(t — s — u) Kmdu, (4.11)

por la Ecuacién (4.10) y las desigualdades de (2.20) se tiene que

2N (t)e exp {— / t 5 J?Zu) } CT(')m — 0.

Entonces

tlim 2N(t)e”t- CR(t,s)m =

t t
/ _2N(Y) exp { / dv } CT(u)Oe 1 AP — u)Kmdu
0

2N(t — u) 1w 2N (v)
- ' L(t)ex - L e’ 1)0eY '~ " —uw)Kmdu
/0 2N(t —u) p{ /tu 2N(v)} TCT (u)O¢? AP(t YKmd

" aN(t) t /
= _ _ —yu ,2vu (' —u) r
/0 2N (t —u) P { /t—u 2N (v) } e e 0T (u)Oe AP(t" — u)Kmdu

= /0 gt(u) Zy(u)mdu, (4.12)
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donde

ge(u) = % exp {— /t; 2]?(}@) } e My (4.13)

Zi(wym = CT ()0 WAPH — u)Km.

Basta demostrar que

tl

lim 2N(t)€7t7 CR(t,s)m = lim gi(u) Zy(u)mdu

t—o0 t—o00 0

o bien, que el lado derecho de la Ecuacién (4.12) converge a
e.0]
/ a(Km)e~ 0w OT (4)Oxodu.
0
Por otro lado tenemos que, por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue,

lim e(Wﬁ)uZt(u)mdu:/ a(Km)e~ 0% O (4)Oxodu,
0

t—o00 0

en efecto,

tlim Zy(wym = e2CT (u) lim " WAP{H — u)Km = a(Km)e*"™CT(u)Ox

t—o0

y por (2.20) || Z¢(uw)m ||m< L?. Por tltimo

t/
|| / 0Tz (wymdu /0 ge(w) Ze(wmdu [|m< L 1 =07 = gu() L2 0.0,

donde ||[| £1(g,00) €5 la norma en el espacio L' (0, 00) de funciones absolutamente integrables
n (0,00). Como limy o0 ge(u) = e~ O~®% y g(-) > 0, por el teorema de Scheffé (ver

Billingsley, 1986, pag. 218), es suficiente probar que

t 1
li du = .
A Jy otde= S
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Para esto tltimo sustituyendo u = ¢t — s —u y g¢(u) con el lado derecho de la Ecuacién

(4.13) se tiene que

/tl (u)du = lim 2N (t) /tl L e —/t dv Yt =) 4o,
o ¥ R 0o NG tuw P\ Joru 2N(0)

t s8] v u
2N (t) Jo 2N(}9+u) exXp {_ Jotu 2]3(1;) } eTdu

1m
t—00 eﬁt¢(t) exp {_ tOO %} e(’y—f{)te— lnd)(t)

aplicando la regla de L’Hopital a a la segunda fraccién del lado derecho de la ecuacién

anterior

t 1 oo d
0 2ZN(stu) XP {_ Jotu 2N1(]U) } e du

im
=00 exp{—foo dv }e(’Y*H)te*IHMU

t 2N(v)
o o0 { = [ it ber

lim
—00 d)/ t 0 v K
T [ =0 - S e { - 7wt e oty

NG
eflo(t) 1
= lim -
t=e 2N (1) [21\}@) +(y—r) - (Z)T(tt))}
se prueba que

lim e"%(t) 1

t—oo 2N (t) [2 Nl(t) Y (y—k)— fs ((;))}
1 1

Situaciones tfpicas donde aplica esta Proposicién son ¢(u) = u® con (a—1)2+x >

0,y ¢(u) =Inwu con k > 0.
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Capitulo 5

Conclusiones y discusion

Uno de los articulos pioneros que motivaron la teorfa de los capitulos anteriores es
el de Durret et al. (1999), donde se introduce un modelo de cadenas de Markov de tiempo
continuo para la evolucién de microsatélites donde y se prueba la existencia de una unica
distribucién estacionaria, suponiendo que no existe un estado absorbente en la longitud de
los microsatélites.

Bajo el supuesto de que en la evolucién de los microsatélites existe un estado ab-
sorbente, cuando la longitud de éstos es uno, no hay una distribucién estacionaria, pero
puede existir una distribucién cuasiestacionaria. Bajo este supuesto Bobrowski (2004) ob-
tuvo tanto la funcién de velocidad de escape al margen y al origen del proceso bivariado en
la evolucién de los dos microsatélites, como la forma de la distribucién cuasiestacionaria del
modelo con deriva genética (tomando en cuenta el coalescente de J.F.Kingman) y del mod-
elo sin deriva genética (sélo se considera el mecanismo de mutaciones). M4s atn, estudié

el impacto que tiene el tamano de poblacién variable 2N (¢) en la forma de la distribucién
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cuasiestacionaria y en la funcién de velocidad de escape.
La forma de la distribucién cuasiestacionaria y la funcién de velocidad de escape
al origen (0,0) y al margen M, Ecuaciones (2.18) y (2.19) respectivamente, presentadas en

el Lema 2.20 para el modelo sin deriva genética son las siguientes:

No absorcién DCE v(t)
(0,0) b(m) [ro @ eg +eg @] €, ¥ >0
M ={(i,j) :1=0Vj=0} c(m)][zo® z0] e*rt, v >0,

mientras que la forma de la distribucién cuasiestacionaria y la funcién de velocidad de escape
tanto en el origen como en el margen, presentadas en los Teoremas 4.3 y 4.4, respectiva-
mente, para el modelo con deriva genética aleatoria bajo diferente comportamiento
asintético de N (t) son las siguientes:

N(t) DCE en (0,0), v(t) = e DCE en M, v(t) = e*"

limy oo N(t) =0, a(Km)Oxg a(Km)

lim; 0 N(t) = N, a(gvm) 0 e‘ﬁthBT(t)G:codt a(g\[m) 0 e‘ﬁevtCT(t)Gdet

ro(m)xo ® xo,
limy_oo N(t) = 00, 71(M)[20 ® € + €0 ® o]

o0 du 0 du
fs 2N (u) <0, ¥ fs 2N(u)e’yu < oo.

La distribucién limite condicional de dos cadenas de Markov condicionadas a no
absorcién en el estado (0,0) (Teorema 4.3), es igual a Oxg si limy_.oo 2N (¢) = 0, es decir,
la distribucién se concentra en la diagonal, por lo que la deriva genética aleatoria alcanza
su fin: fijacién de alelos. Si lim;_, 2N () = 0o, entonces la distribucién limite condicional
es igual a la del modelo sin deriva genética. Si limy_o 2N (t) = 2N > 0, entonces la
distribucién limite condicional es un muiltiplo escalar de la transformada de Laplace £()\)

de t — "' BT(t)0xg en A = 7.
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Por otro lado, los resultados del Teorema 4.4 (b) establecen que si tanto la poblacién

como el tamafio de poblacién modificado 2N, (u) = 2N(u)e™ "™ crecen rdpidamente a in-

finito (exponencialmente), i.e. se cumplen fsoo 2]$7(’“u) < oo,y J. SOO 2]@57@) e’ < oo, entonces

la masa de probabilidad de la cadena de Markov escapa al margen con la velocidad e

y la distribucién cuasiestacionaria es xg ® xg. La velocidad de escape al margen como la
distribucién cuasiestacionaria son las mismas que las del modelo sin deriva.
La condicién necesaria para obtener los resultados previos en esos dos casos es que

2N(t) crezca tan rdpidamente a infinito que

/:o 2]?@) < o0. (5.1)

En las Proposiciones 4.5 y 4.6, se demostr6 que si el crecimiento de N (¢) no es tan
répido, la condicién (5.1) falla y tanto la DCE como la funcién de velocidad de escape son
diferentes de las que aparecen en (2.19), es decir, en el modelo sin deriva genética.

Por los resultados de la Proposicién 4.6, la condicién (5.1) no garantiza proximidad
de los modelos con y sin deriva, respecto a la forma de la DCE y de la funcién de velocidad
de escape. Para tal proximidad es necesario el crecimiento rapido del tamano de la poblacién
modificado 2N, (t) = 2N (t)e 7.

Como se muestra en la Proposicién 4.6, atin si el tamano de la poblacién crece rép-
idamente a infinito pero el tamano de la poblacién modificado no cumple con esta condicién,
la velocidad de escape al margen y la DCE pueden ser diferentes a las del modelo sin deriva
para diferentes escenarios de crecimiento de N(t¢). La Proposicién 4.6 demuestra que el
tamano efectivo de la poblacién 2N (t) controla la funcién de la velocidad de escape. Para

ser mds especificos, escogiendo 2N (t) que sea una funcién que crezca més répido que lin-
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ealmente pero més lento que €?, obtenemos la funcién de velocidad de escape en la forma
v(t) = 2N (t)et.

Es interesante notar que, para poblaciones que se expanden més lento que e?,
las distribuciones cuasiestacionarias tienen una forma muy similar: todas son muiltiplos

escalares de la transformada de Laplace
> —Au
R)\Oxy = / e e2CT (u)Ozodu. (5.2)
0
Resumimos las predicciones del modelo como sigue.

e La fuerza de la deriva genética actia atin en poblaciones muy grandes si el crecimiento
de esas poblaciones no es suficientemente rdpido, como se muestra en las simulaciones

para el caso de crecimiento poblacional lineal, Figura 3.4

e Para distribuciones cuasiestacionarias, la condicién para que éstas sean similares en los
modelos con y sin deriva es que se requiere que el tamarno de la poblacién modificada

2N, (-) = 2N(-)e 7" crezca tan rdpido que

/°° du < o
s QNW(U)

(compare con (5.1)).

e El patrén de crecimiento de la poblacién controla la funcién de la velocidad de escape;
si 2N (t) es una funcién que crece a infinito al menos linealmente pero mds lento que

e, entonces v(t) = 2N (t)et.

e La distribucién cuasiestacionaria depende de 2N (-); para poblaciones asintéticamente

estables y poblaciones que se expanden con crecimiento lento, la DCE es un muiltiplo
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escalar de la transformada de Laplace con A en la transformada de Laplace dependiente
del tipo de crecimiento de 2N (-); si la poblacién crece al menos exponencialmente con

exponente v, la DCE es x¢ ® xo.

Uno de los puntos importantes de esta tesis que valdrfa la pena discutir es acerca
de las simulaciones de la evolucién de dos alelos bajo el modelo de Wright-Fisher-Moran
con diferente comportamiento asintético del tamafio de poblacién variable 2N (t). Aunque
corresponden a la evolucién de dos microsatélites (dos cadenas de Markov independientes)
sélo bajo la accién de la deriva genética aleatoria, ayudan en la interpretacién genética de
resultados de Beaumont (1999), Bobrowski, et al. (2001), Bobrowski (2001) y Bobrowski
(2004) y dan una descripcién de los teoremas demostrados, especificamente del Lema 3.7 y
Teoremas presentados en esta tesis, desde la perspectiva de la autora de la misma. Estas sim-
ulaciones podrian servir como base para la simulacién de la evolucién de dos microsatélites,
por medio de cadenas de Markov dependientes e introduciendo un modelo especifico para
el proceso de mutaciones. Aunque la autora considera que los resultados o interpretaciones
serfan similares, queda la pregunta de si realmente se podria hacer un paralelismo en las
interpretaciones.

Las interpretaciones genéticas que se dan en este trabajo son hasta cierto punto
subjetivas en el sentido de que se sabe poco acerca del origen de los microsatélites asi como
de su evolucién, y las interpretaciones que se hacen de las simulaciones con respecto a la
distribucién conjunta de 7 y o, son esencialmente de la autora de este trabajo.

Es importante mencionar que aunque el trabajo de recoleccién y organizacién de

informacién sobre el tema en cuestién fue bastante arduo, la parte mds complicada fue



98

respecto a las interpretaciones genéticas. Una de los puntos a discutir en este aspecto es el
relacionado con el tamafio de poblacién modificado 2N, () = 2N (-)e~7* que aparece en el
Teorema 4.4. Matemdticamente, es una condicién necesaria para la establecer la similitud
de las distribuciones cuasiestacionarias para los modelos con y sin deriva genética, el cual
se presenta en el desarrollo del Teorema 4.4; sin embargo, una interpretaciéon genética de la
misma no es clara.

El modelo que es tratado en esta tesis, con tamano de poblacién variable y deter-
minfstico, es uno de los supuestos que podrian discutirse. En la realidad, el tamano de las
poblaciones puede considerarse estocdstico y no deterministico, pues se podrian dar casos
donde, debido a fenémenos naturales o por migracién una poblacién se extinga repentina-
mente, o que su crecimiento sea mds lento que lo que se espera o més rapido, entre otras
causas.

También otro de los puntos a discutir es el relacionado con las otras dos fuerzas
genéticas: seleccién natural y recombinacién. Bajo el modelo de Wright-Fisher-Moran,
no se consideran estas dos fuerzas genéticas, por lo que queda abierta la posibilidad de
estudiar las distribuciones cuasiestacionarias en la evolucién de microsatélites en presencia
de las cuatro fuerzas genéticas descritas en esta tesis: mutacion, deriva genética aleatoria,
seleccién natural y recombinacién, conjuntamente con la teorfa del coalescente asi como el
desarrollo de nuevas simulaciones.

Aunque pareciera que el modelo desarrollado por Bobrowski, et al. (2004), no es del
todo real, este modelo sirve como base para desarrollar nuevos modelos, asi como el modelo

de Wright-Fisher ha servido para describir el comportamiento asintético de distribuciones



con tamano de poblacién variable.
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